Prace Naukowe Wyzszej Szkoly Pedagogicznej w Czestochowie
Matematyka VII, Czestochowa 1999

Klasa funkcji o ograniczonej drugiej wariacji
Tadeusz Kostrzewsk:

Streszczenie: Symbolem BC(a,b] bedziemy oznaczaé rodzine
funkcji, ktore sa réznicami dwéch funkeji wypuklych oraz spel-
niaja pewne warunki regularnosciowe na koricach przedziatu [a, b].
W pracy oméwiono pewne wilasnosci klasy BCla,b] oraz jej
zwiazki z innymi klasami funkcji takimi, jak BV{[a, b], Lip|a, b],
klasg funkcji o ograniczonym wygieciu.

Niech [a,b] C R (a < b) bedzie ustalonym przedzialem. Symbolem
BCla, b] bedziemy oznaczaé klase funkcji f : [a,b] = IR postaci f = g — h,
gdzie g, h s3 funkcjami wypuklymi majacymi skonczone pochodne jedno-
stronne ¢g'(a+), h'(a+), ¢'(b—), h'(b—) na koncach przedziatu [a, b].

Zbiér funkcji BC|a, b] jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie i mno-
zenie przez skalary i tworzy przestrzen liniowa. Widoczne jest formalne
podobieristwo pomiedzy przestrzenia BC|a,b] i przestrzenia BV [a, b] funk-
cji o wahaniu ograniczonym na przedziale [a, b], gdyz kazda funkcje o wa-
haniu ograniczonym mozna przedstawi¢ w postaci réznicy dwéch funkeji
rosnacych. Ponizszy wynik pokazuje, ze istnieje cisla zalezno$é pomiedzy
obiema klasami funkcji.

Lemat 1. (por. [4], Twierdzenie A, str. 23). f € BCla,b] wtedy i
tylko wtedy, gdy

f(e) - f(a) = [ r()at
dla pewnej funkcji r € BV]|a, b].
Na zbiorze wszystkich funkcji rzeczywistych okreslonych na przedziale
[a, b] zdefiniujemy teraz funkcjonal K® odgrywajacy podobna role jak funk-
cjonal wahania V? dla przestrzeni BV [a, b].
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Niech P = P([a, b]) bedzie rodzing wszystkich podzialéw
P= {25,215y B )i =25 <0< Bytebrurei

przedziatu [a,b] takich, ze n > 2. Dla dowolnej funkcji f : [a,b] — R i
dowolnego podzialu P € P definiujemy liczbe
n—1 ; e . T .
K(f,P) := Z f(@iy1) — f(zi)  f=i) — fl@iy) ’

Fr Ti41l — T¢ Ty — Ti-1

a nastepnie funkcjonal

K} (f) == sup K(f, P).
PeP
Bezpoérednio z definicji funkcjonatu K? wynika, ze jesli f jest funkcja
wypukla, to
K}(f) = ['(b=) - f'(a4).
Znaczenie funkcjonatu K? dla przestrzeni BC[a, b] okresla nastepujace

Twierdzenie 1. ([4], Twierdzenie D, str 26) f € BC[a,b] wtedy i
tylko wtedy gdy K°(f) < oo.

Liczba K?(f) jest réwniez nazywana druga wariacja funkcji f a prze-
strzen BC|[a,b] — przestrzenia funkcji o ograniczonej drugiej wariacji na
przedziale [a, b] (por. [2]).

Nastepujacy lemat podaje proste wlasnosci funkcjonatu K® wynikajace
wprost z jego definicji.

Lemat 2. Funkcjonal K® ma nastepujace whasnosci:
(a) Kb(f)=0% f(z)=az+ B dlaz € [a,b],e,B € R,
(b) Ki(a-f)=|a|K(f), a€R,

(c) KJ(f+9) < Ki(f) + K2(g)-

Z uwagi na wlasnoéé (a) funkcjonat K? mozna réwniez interpretowaé
jako ,,miare wypuklosci funkcji”.

Przytoczymy jeszcze inne wlasnosci funkcjonatu K?® oraz funkeji nale-
zacych do przestrzeni BC|a, b].

Lemat 3. ([4], Twierdzenie C, str. 25). Jezeli Kb(f) < oo, to funkcja

f spelnia warunek Lipschitza w przedziale [a, b].

Lemat 4. ([4], Twierdzenie B, str. 24). Jezeli K’(f) < oo, to istnieje
pochodna lewostronna f’ w przedziale [a,b) i pochodna prawostronna f/
w przedziale (a, b].
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Lemat 5. ([4], Problem D, str. 27)

(a) Jedli Kb(f) < oo, to zbiér punktéw przedzialu [a,b], w ktérych nie
istnieje pochodna f’, jest co najwyzej przeliczalny.

(b) Jezeli pochodna f’ istnieje w przedziale (a,b), to
KE(f) = V3(f).

(c) Jezeli pochodna f’ istnieje i jest absolutnie ciagla w przedziale [a, b],
to

b
Ko = [ 1 @) | da.

Zwiazek pomiedzy funkcjonatami K® i V? okreéla nastepujacy
Lemat 6. ([4], Problem E, str. 28). Jezeli K’(f) < oo, to
K;(f) = V;(f)
gdzie funkcja f : [a,b] — R jest okreslona wzorem

i) = { Fam) - fled), = € lo]

s T =,

Lemat 7. ([4], Problem C, str. 27). Niech a < ¢ < b. K%(f) < >

wtedy i tylko wtedy, gdy KS(f) < oo i K2(f) < oo oraz zachodzi réwnosé
Ka(f) = Ki(F) + K(H)+ | Fled) = f'(e) |-

Zlematu 3 wynika, ze klasa BC'[a, b] zawiera sie w klasie funkcji Lip|a, b].
Istnieja jednak funkcje spelniajace warunek Lipschitza, ktére nie naleza do
klasy BC|a,b], jak to pokazuje nastepujacy

Przykilad 1. Rozwazmy funkcje f : [0,1] = R okreslona wzorem

_J e*¥lsin &, 2z €(0,1),
f(z) = { 0, ¢ = @,

gdzie o € [1, +00).
Funkcja f jest rézniczkowalna oraz

| fl(z) | e(r+1)+1, z€][0,1]

skad wynika, ze f € Lip[0, 1]. WeZmy ciag punktéw (zj) zawarty w przedziale
[0, 1], okreslony wzorem

2
xk_(ﬂc-}—l) , kelN.

Q=
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Prawdziwe jest na,stepujq,ce oszacowanie:

K1,(f) = Z | £/(2x) = forn) |=
n—1
=2 I+ 1) g2t (-1* - (a+ 1) gp2g(-1)** |=

n—1
1),;::1 (2 + os) = e+ 1) (§+o751) +

n—1
2
k=2
Poniewaz ostatnia suma dazy do 400 gdy n — oo, zatem funkcja f nie
nalezy do klasy BC|0, 1].

Dla dowolnej funkcji f : [a,b] — IR speliajacej warunek Lipschitza
symbolem L%(f) bedziemy oznaczaé stala Lipschitza funkcji f, tzn.

() = sup |[E=fE)
z,7[a,b]
T#T

Kolejne lematy okreslaja dalsze wlasnosci klasy BCla,b] oraz funk-
cjonatu K?.

Lemat 8. Jezeli f,g € BCla,b], to f-g € BC|a,b] oraz zachodzi
nieré6wnosc

KJ(f-g) < sup | / | K(g) + sup | ¢ | KJ(f) +2Lq(f)LE(9) (b - a).

Dowéd. Niech P(z,,zy,...,z,) bedzie dowolnym podzialem przedzialu
[a,b]. Wtedy dla kazdego 1 < 7 < n — 1 mamy tozsamosci

f(2i41)9(zisr) = f(2i)g(zi) _ f(@i)g(2i) = f(®iz1)g(ziza) _

Tit1 — T Ti — Ti-1
- ote) (Nl fled _ Jeg=flec),
+f(zit1) (ﬂx’“) 9(2i) _ g(@i) = 9(zi- 1)> -+
Tiy1 — 5 I; — T;-1

+2E) = 9(@m1) (55,0 - flaiy)),
skad wynikaja nieréwnosci

‘f i+1)9 $z+1) f(zi)g(z:) _ flzi)g(zi) — f(ziz1)g(zia)

LTit1 — T4 ZT; —Ti-1

5




T. Kostrzewski 41

< (g1 [Lopi=ied - o= fel)
+ (g1 1) [t g - =g

+L5(f)L5(9) (Tig1 — zio1) .

Sumujac ostatnie nieréwnoéci po:=1,2,...,n—1 oraz obliczajac kres
gorny po wszystkich podzialéw P € P otrzymujemy teze.

Oszacowanie wystepujace w ostatnim lemacie jest optymalne gdyz, jak
tatwo sprawdzi¢, dla funkcji afinicznych

f@)=az+B, g(&)=7yz+5
W oszacowaniu otrzymujemy rownosc.

Lemat 9. Jezeli f,g € BCla,b], g([a,b]) C [a,b] oraz funkcja g jest
rosnaca (malejaca), to fog € BC|a,b] oraz zachodzi nieréwnoéé

, b b
K(fog) < LE(9)KSD(F) + LI (£ KL (9)
(dla funkeji ¢ malejacej odpowiednie granice po prawej stronie nieréwnosci

beda odwrotne).

Dowéd. Dla dowolnego podzialu P = (z,, z1,...,z,) przedzialu [a, b] i
kazdego 1 < ¢ < n — 1 mamy tozsamosci

f(g(zip1)) — Fg(zi))  flg(zi)) — flg(ziz1)) _

Ti41 — X4 Ty — Ti-1
_ Jl9(ziy1)) — fl9(i)) (9($é+1) —g(z:i)  g(=:) —9(-’13-:'—1)) +
g(zit1) — g(z: Tip1 — T, Ti— Ti-1

4 9(2i) = g(@i-1) (f(g(wm)) — flg(zi)) _ flg(zi)) — f(g(fcz'—l)))
& — Ti-1 9(@it1) — g(z:) 9(zi) — g(ziz1) )’
skad wynika, ze

If (2it1)) = flg(zi)) _ flg(=i)) — flg(ziz1))| . ,
Ti41 — L¢ T — Ti-1 <=
< o |Ep = gled - gl =glew
bo) [[9(2ix1) = Fl9(2i) _ flg(zi)) — flg(zi1))
el [ gle) = otz 9@@) = g(zi) |
Sumujac otrzymanie nieréwnosci po 1 = 1,...,n — 1 oraz biorac kres

goérny po wszystkich podziatach P € P otrzymujemy nieréwnosé wystepujaca,
w tezie, co konczy dowdd.
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Lemat 10. Jezeli funkcja f € BC|a,b] jest Scisle rosnaca oraz

c= | inf f(2) - /() > 0,
z,z7€[a,b) =T
2ET

to f~! € BC[f(a), f(b)] oraz zachodzi nier6wnosé
N
K10 < KA.
Dowdd. Niech @Q = (y,, 41, .., Yn) bedzie danym podzialem przedziatu
[f(a), f(b)]. Wtedy punkty
-’L'i::f_l(yi)’ 1=0,1,...,n

tworza podzial P przedzialu [a,b]. Dla kazdego 1 < 7 < n — 1 mamy
tozsamosci

F M yir) = F W) M) = M (i)

Yi+1 — Yi Yi — Yi—1
f(zi) — f(@ic1)  f(zig1 — f(=i)
T; — Ti— gy — i
(w1+1) f(w ) f(zi) — fzi1)’
Tit1 — T4 ;i —Ti-1

skad wynikaja nieréwnoéci

‘f (Wir1) = F71 () _ ) = M) |

Yit1 — Y Yi — Yi-1 =
< L |f(=iy1) = f(zi) _ f(2) = f(@i1)
= ¢ Tiy1 — T4 T; — Ti-1 '
Sumujac otrzymane nieréwnoéci po ¢ = 1,2...,n—1 oraz biorac kres gérny

po wszystkich podzialach @ przedzialu [f(a), f(b)] dostajemy teze.
Lemat 11. Jezeli f € BC[a,b], to zachodzi nieréwno$é

' Lo(f) S Ko(f)+ | f'(at) | -

Dowéd. Dla dowolnych punktéw z;, 22,7 € [a, b] takich, ze
a <Z<z; <zy<bmamy nieréwnosci
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\f(wz) ~ flan)| ’f 7) - f(a
T9 — Iq r—a —
< f(fﬂmzzL:gJ;l(wQ_ f(fﬂséz:_xf(f) +‘f($§3:£(§) a f(f%:g:(a) <
< K2(f).
Przechodzac w nieréwnosci
flz2) = f(=1)| _ | f(®) = fa)| |
‘ e U< ‘ sl K f)

do granicy przy T dazacym prawostronnie do a otrzymujemy teze.
W przypadku funkcji afiniczne;j

f(a:):oza:—}-ﬁ, a,f€R

w nierownos$ci wystepujacej w ostatnim lemacie otrzymujemy réwnosc co
oznacza, ze oszacowanie stalej Lipschitza jest optymalne.

Lemat 12. (por [1]) Jedli f € BC(a,b], to zachodzg nastepujace
rownosci

(a) lim LZ(f) = f'(a+),

z—at

(b) lLim KZ(f)=0.

z—at

Lemat 13. Jedli ciag (fi);—, jest zbiezny (punktowo) w [, b] do funkcji
f iciag liczbowy (K (fk)) jest ograniczony (od géry) przez M, to K2(f) <

Dowéd. Niech P € P bedzie dowolnym (danym) podzialem przedziatu
[a,b] punktami @ = z, < z; < ... < z, = b. Dla kazdego k naturalnego
mamy

K (i, P) = ”’Z—:l fe(@iy1) — fu(zi)  fa(@i) — fu(@ioa)

i=1

<M

Ti41 — T4 T; — Ti—1

Z zalozenia o punktowej zbieznosci ciagu (fx);—, W przedziale [a,b] za-
uwazmy, ze dla kazdego 7 = 1,2,...,n — 1,n ciag (fx(z;)) jest zbiezny
do f(z;). Przechodzac do granicy, pod znakiem nieréwnoéci, otrzymujemy
wiec

< M,

E f(zig1) — f(z:) 3 f(zi) = f(ziz1)

Tiy1 — T Ti— i1

1=



44 Klasa funkcji o ograniczonej drugiej wariacji

czyli K(f,P) < M, astad K%(f) < M.
Z lematu 2 wynika, ze funkcjonal || - || : BC[a,b] — IRy okreSlony
wzorem

1) Il = Ez(f)+] f(a+) | + | f(a) |

jest norma w przestrzeni BC|[a, b].
Kolejne twierdzenie opisuje jedna z wazniejszych wlasnosci przestrzeni
unormowanej (BCla,b],|| - ||).

Twierdzenie 2. Przestrzen BC[a,b] z norma okreslona wzorem (1)
jest przestrzenig Banacha.

Dowdd. Niech (fx)?2, bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni unor-
mowanej (BC[a,b],|| - ||). Wezmy dowolne £ > 0. Z definicji normy wynika
istnienie takiego k, € IN, ze dla dowolnych k,! > k, zachodza nieréwnosci

K (fe = fi) <€, | filat) = fi(a+) [< €] fi(a) - fila) < .

Na mocy lematu 11 mamy réwniez

Lo(fe = fi) < K2(fe = S+ | filat) = fl(a+) |< 2€,
a wiec dla kazdego z € [a, b] prawdziwe jest oszacowanie

|fe(z) = fi(2)| < |fi(a) — fila)|l + |(fi = fi)(z) = (fx — fi)(a)] <
< |fe(@) = fila)| + Ly (fe = fi)lz — a] < €+ 2¢(b — a).

To oznacza, ze ciag (fi) jest jednostajnie zbiezny w przedziale [a, b]. Niech
f@) = lim fu(z), = €]
k—oo

Potézmy l, =k, +1idla k € N gx = fi,4x — fi,. Ciag (g&) jest punktowo
zbiezny do f — fi, i poniewaz l, > k, mamy K:(fi,+x — fi,) < € dla kazdego
k € IN.

Na mocy lematu 13 mamy Kb(f — f;,) < €.

Poniewaz BCla, b] jest przestrzenia liniowa, wiec z réwnosci

f=-fi,)+ fi,

wynika, ze f € BCJa, b].

Pokazemy teraz, ze ciag funkcyjny (f,) jest zbiezny do funkcji f w
sensie normy przestrzeni BC|a,b]. WeZmy dowolne ¢ > 0. Na podstawie
Jednostajnej zbieznosci ciagu (f,) do funkcji f istnieje k, € IN takie, ze
dla kazdego n > k, ciag (hi) = (fat+k — fn) spelnia zalozenia lematu 13.
Rzeczywiscie, ciag (hk) jest punktowo zbiezny do funkcji f — f, oraz ciag
K%(hi) jest ograniczony (od géry) przez e. Z lematu 13 wynika, ze
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K:(f — fn) <e dla kazdego n >k,

tzn.
b
Jim KE(f = f2) = 0.
Ponadto
lim_fy(a) = f(a),
oraz ciag

((fn(w) — f(z)) n (fn(a) - f(a)))“’

jest jednostajnie zbiezny w przedziale (a,b]. Wéwczas zachodza réwnosci

Tim | (fa)4(a) — f4(a) |=

_ i |Une) = 1(z)) - Un(a) - f(a))‘ .
- im+ ,}l{%o (fn(x) et f(m).’ﬂ :((1 n(a) x f(a')) = 0.

Stad wynika, ze
lim ||fn — f|| = 0.

n—00

co konczy dowod.
W pracy [3] uzyskano teze ostatniego twierdzenia w inny sposéb wyko-
rzystujac fakt, ze przestrzei BV [a, b] z norma okreslong wzorem

IfllBv = V2 (f)+ ] f(a) |

jest przestrzenia zupelna.

Uwaga 1.
Norma okreslona wzorem (1) jest rOwnowazna normie

2 lfllo = E2(f)+ | f'(zot) | + | (o) |
gdzie z, jest dowolnym punktem z przedziatu [a, b).

Istotnie, dla dowolnych punktéw z,,z1,zo takich, ze a < 29 < z, <
z1; < b mamy nieréwnosci

‘f fla)| _ | f(z1) = J(zo)| o | f(z2) = fla) _ f(2o) = f(za)|
g9 —a Iy — Ty == Tg—a Ty — T9
‘f X, — m2$2) T f(le:z : ££$0) S Ifg(f)’
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skad po przejéciu do granicy przy z2 — a+ i 1 — z,+, wynika, ze
| f(a4) L] £ (zot) | +Ko(f)-

Uwzgledniajac lemat 11 oraz ostatnia nieréwnos¢ dostajemy

| f(a) 1] f(z0) | + | fla) = f(wo) |<] f(2o) | +LE(f)(b—a) <
<| f(zo) | +K2(f)(b—a)+ | f'(at+) | (b —a) <
<| f(zo) | +2K3(f) (b - a)+ | f'(zo+) | (b~ a).

Biorac pod uwage postaé normy (1) otrzymujemy

1Fll = KL(f)+ | f'(a+) | + | f(a) IS K5(F)+ | f(zot) | +
+K2(f)+ | f(zo) | +KE(f)(b— a)+ | f/(zot) | (b—a)+
+EKL(f)(b—a) = KL(f)[2+2(b— a)l+ | f/(zo+) | [14 (b—a)]+
+ | f(zo) |< Mi| fllo,
gdzie
M; = 2[1+ (b - a)].

Podobnie z nieréwnoéci

f(z1) = f(zo)| | f(z2) — f(a) a3
%) | B2l 228 < )
wynika, ze
| f'(@ot) IS Ko(H)+ | f(at) | -
Ponadto

| f(zo) I<] f(a) | + | f(zo) = fla) I<] fla) | +L5(f)(b—a) <
<| f(a) | +E2(f)(b = a)+ | f'(a+) | (b - a).
Stad na podstawie lematu 11 dostajemy
1fllo = K2(F)+ | f/(wot) | + | F(20) IS [24 (b a)]KE(f)+
+H1+ (0= a)] | f'(at) | + | f(a) |< M| £,
gdzie
M, =2+ (b — a).

To konczy dowdéd Uwagi 1.

Zdefiniujemy teraz nowga klase funkcji. W pracy [4] str. 268 wprowa-
dzono nastepujaca definicje:

Funkcje f : (a,b) — R nazywamy silnie wypukta, jedli istnieje stala
a > 0 taka, ze

fAz+ (1= A)y) < Af(z)+ (1= A) fly) — ar(l = A)(z ~ y)?,

z,y € (a,b), € (0,1).

Rozwazmy teraz dowolng funkcje f : [a,b] — IR, ktéra spelnia nastepujaca
nieré6wnos¢ podobna do warunku silnej wypuklodci
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(3) 37‘>0 V:r:o,:cle[a,b] V).E(O,l) l f()‘wo e (1 - /\)3:1) o Af(a:o)_
—(1=X)f(z1) |€ AL = A) (20 — 21)*

Nieréwno$¢ ta ma nastepujaca interpretacje geometryczna: dla dowol-
nych punktéw z,,z; € [a,b],z, < z1 i dowolnego A € (0, 1) dlugos¢ odcinka
o koricach f(Az, + (1 — X)z;) oraz Af(z,) + (1 — A) f(z1) jest nie wieksza
od iloczynu stalej 7 i dlugosci odcinkow

[Zo, AZo + (1 = A)z1] 1 [Azo + (1 — A2y, 24].

Warunek (3) jest nieco innej natury niz warunek silnej wypuklosci. W
szczegdlnosci nie implikuje on wypuklodcei funkcji.

Funkcje spelniajaca warunek (3) nazywamy funkcja o ograniczonym
wygieciu na przedziale [a, b]. Nazwe te usprawiedliwia wlasnosé tej funkcji
wymieniona we wniosku ponizej.

Uwaga 2.
Warunek (3) jest r6wnowazny nastepujacej nieréwnosci

@) |{E)=f@ _ [E) - (=)

T — T T — T,

<7|zo— 21 |,20,21,% € [a, D],
2y €T L 2.

Istotnie, nieréwno$¢ wystepujaca w warunku (3) mozemy zapisaé w
sposéb réwnowazny w postaci

| ALf(Azo + (1 = A)z1) = f(20)]-
—(1=N)f(21) = f(Azo + (1 = A)z1)] [<
<71 = A)(z, — 71)2,

lub, dzielac obie strony ostatniej nieréwnosci przez A(1 — A) |z, — 2 |, w
postaci

f()\a"o + (1 = )\)-'171) = f(wo) _ f(ml) - f()‘wo + (1 - )\)331) <
(1=A)(z, — zy) Mz, — z1) -~

<Tlzo—121 .
Kladac 7 := Az, + (1 — A)z, oraz uwzgledniajac tozsamosci

Mzo—21)=T—21, (1=A)(zp—21) =2, —TF
otrzymujemy nieréwnosé (4).
Nastepujacy lemat daje odpowiedZ na pytanie: jak regularne sa funkcje
spelniajace warunek (3) 7

Lemat 14. (por. [1], Lemat 3). Funkcja f : [a,b] — R spelnia
warunek (3) wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona rézniczkowalna w przedziale
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[a,b] (w punktach a i b istnieja odpowiednie pochodne jednostronne) oraz
pochodna f’ spelnia warunek Lipschitza w przedziale (a,b).

Whniosek 1.
Jezeli funkcja f : [a,b] — IR jest dwukrotnie rézniczkowalna w przedziale
(a,b), to warunek (3) jest rbwnowazny nieréwnosci

5) | f'(=)|<2r, z€(ab).

Istotnie, jezeli f spelnia warunek (3), to zgodnie z lematem 13 ona jest
rézniczkowalna i pochodna f’ spelnia warunek Lipschitza w przedziale (a, b)
ze stala 27. Stad, jesli f jest dwukrotnie rézniczkowalna, to spelniony jest
warunek (5). Jedli f jest dwukrotnie rézniczkowalna i zachodzi nieréwnosé
(5), wtedy f’ spelnia warunek Lipschitza ze stalta 27. Wéwczas zgodnie z
lematem 13 funkcja f spelnia warunek (3) ze statq 27.

Klasa funkcji o ograniczonym wygieciu zawiera si¢ w klasie BC[a, b].
Istotnie, jedli f spelnia warunek (3), to K2(f) < 27(b— a).

Natomiast, jeéli f € BC|a,b], to f nie musi spelnia¢ warunku (3), jak
pokazuje nastepujacy przyktad.

Przykiad 2.

Funkcja f(z) =| z | dla z € [-1,1] nalezy do przestrzeni BC[-1, 1],
bo K!,(f) = 2. Nie spetnia ona warunku (3), bo dla dowolnych punktow
z, € [-1,0),z, € (0,1] i T = 0 iloraz

- o —T T — Zy ) =9
f(z) £E2—:1}1f($1) e f(mz): x2_$1|~”€1| xz_xlll‘zl
(z2 —7) - (T - 1) z3 - (—21)

s 2
g — 3

jest nieograniczony i dazy do nieskonczonosci gdy z; i 2 daza do 7 = 0.
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Abstract. By BC[a, b] we denote the set of all real functions defined on
an interval [a, b] which are differences of two convex functions having finite
one — sided derivatives at the points a and b. In this paper we investigate
some properties of the function class BC/[a, b] and the relation between this
class and the other function class such as BV|[a,b], Lip[a,b], functions of

bounded bend.
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