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Metoda zalozeniowa odrzucania wyrazen
dla intuicjonistycznego rachunku zdan i systemu S4 Lewisa

Zofia Kostrzycka, Grzegorz Bryll

Metoda zalozeniowa odrzucania wyrazen, zwana tez uogdlniona me-
toda dedukcji naturalnej, rézni sie od zwyklej metody zalozeniowej tym,
ze oprocz regul uznawania wyrazen stosuje sie takze reguly ich odrzuca-
nia. Jedyna regula dowodzenia jest reguta tworzenia dowodu nie wprost.!
Warto nadmieni¢, ze poprzez wprowadzenie regul odrzucania mozna idee
semantyk Kripkego [2,3] przenies¢ na grunt czysto syntaktyczny.

W niniejszej pracy podamy reguly uznawania i odrzucania wyrazen
dla intuicjonistycznego rachunku zdan oraz udowodnimy, ze zbiér tez sy-
stemu aksjomatycznego I NT oraz zbiér wyrazen uznanych sa sobie réwne.?
Podamy tez reguly uznawania i odrzucania dla systemu S4 Lewisa. W
sposob istotny korzystamy z pomysléw zawartych w pracy [5].

I. Intuicjonistyczny rachunek zdan.

Symbolami n i k oznaczac bedziemy dowolne liczby naturalne dodatnie,
symbolem ,,|” — relacje podzielnosci (majaca m. in. wlasno$é zwrotnoéci i
przechodniosci), symbolami K, A, C, N — odpowiednio funktory koniunk-
cji, alternatywy, implikacji i negacji, zas§ symbolem S — zbiér wszystkich
wyrazen sensowych.

Przyjmujemy nastepujace reguly dekompozycji wyrazei w rachunku
INT:3
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1Szczegblowy opis metody zalozeniowej (metody dedukcji naturalnej) zawieraja m.
in. prace [6,7], zas uogé6lnionej metody zalozeniowej (uogdlnionej metody dedukcji natu-
ralnej) — praca [1].

?Podane w tej pracy reguly odrzucania dla INT, dotyczace implikacji i negacji oraz
regula repetycji, réznia si¢ od odpowiednich regul podanych w [1]. Mozna zauwazy¢, ze
system scharakteryzowany w pracy [1] zawiera w sobie rachunek INT.

3Symbol F" « oznacza, ze wyrazenie a jest uznane na n—tym poziomie, za$ symbol
4" a, ze wyrazenie o jest odrzucone na n—tym poziomie. Zapis n | k oznacza, ze liczba
naturalna k jest podzielna przez liczbe naturalna n.
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Reguta (R") nosi nazwe reguty repetycji lub reguly dziedziczenia.

Wyrazenie « jest uznane w rachunku /N7 (symb. a € Taut), gdy przy-
puszczenie, Ze jest ono odrzucone na dowolnym n-tym poziomie prowadzi
do sprzecznoéci. Dla dowolnego wyrazenia a tworzymy drzewo dekom-
pozycji wyrazenia 4" «, stosujac podane reguly do wszystkich funktoréw
wystepujacych w «a. Galaz drzewa dekompozycji jest zamknieta, gdy w
galezi tej wystepuja wyrazenia sprzeczne, tj. wyrazenia postaci FE o~y —F .
Drzewo dekompozycji wyrazenia 4" a jest zamkniete, gdy zamknieta jest
kazda galaZ tego drzewa.

Zbiér tautologii mozna wiec okresli¢c nastepujaco:

Definicja 1. o € Taut & V,en (drzewo dekompozycji wyrazenia " «
jest zamkniete).

Przed podaniem twierdzenia o pelnoéci, opisana metode zilustrujemy
kilkoma przyktadami.

Przyklad 1. CaNNa € Taut

Dowéd. 1. 4" CaNNa {zal.}
2. F q
3. 41 NNa } dla pewnego k; {C7:1}
4. n | k‘l
k2
g' k}_l | ga }dla pewnego ko {N*:3)
7. 4% o {NF :5}
8. Fk2 o {R" : 2,6}
sprzecznosé {7,8}

Przyklad 2. CaCNaf € Taut
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Dowéd. 1. 4" CaCNaof {zal.}
2. Fh o
3. 40 CNap } dla pewnego k; {6*:1)
4. n | ky
5. k2 No
6. %2 g3 } dla pewnego k2 128}
7. ky | k2
8. 4% a {NF :5}
9. Fk2 o {R":8,7)
sprzecznoscé {8,9}

Przyklad 3. CNNaa ¢ Taut

Dowéd. 1. 4" CNNoaa {zal.}
2. Fi NNao
3. 4f1 a } dla pewnego k; G 1}
4. n l kl
5. 41 Na {NF:2}
k2
,? ’:__1 | ;; } dla pewnego k; {N7:5}

brak sprzecznosci

Przyklad 4. CCCafaa ¢ Taut

Dowéd. 1. 4" CCCafac {zal.}
2. Fo CCafa
3. 4k o } dla pewnego k; {Cc*:1}
4. n ‘ kl

N

5.1. 4% Cap 5.2. Fh & {CF :2}
6.1. k2 o sprzecznosc¢ {3,5.2}
7.1, 4= 8 } dla pewnego ko {C™:5.1}
8.1. k1 | ko

brak sprzecznosci
W powyzszym przykladzie jedna z galezi drzewa dekompozycji wyrazenia
4" CCCaflaa jest otwarta, zatem drzewo tego wyrazenia nie jest zamknie-
te.
Przyklad 5. ACafCpa ¢ Taut

Dowdd. 1. 4" ACaBCpa {zal.}
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-+ Cof

2. 4,
3. 4" Cper A7 1)
4. F* No
5. 4k g } dla pewnego k; {C:2})
6. n | kl
7. Fk2 g
8. Hk2 o } dla pewnego k- {C™:3}
9.n { kz
brak sprzecznosci
Przyklad 6. ANaNNa ¢ Taut
Dowéd. 1. 4" ANaNNa {zal.}
2. 4" Nao -4,
3 & NNa ) el
4. Ff Na 4
Bl } dla pewnego k; {N7:3}
6. 2 o A7,
7.0 | ks } dla pewnego k» {N7:2}
8. 4% o {NF : 4}
brak sprzecznoéci
Przykiad 7. CCafCNBNa € Taut
Dowéd. 1. 4" CCafCNBNa - {zak}
2. Fk Cap
3. 4 CNANa } dla pewnego k; §C1:1)
4. n I kl
5 k2 Nj
6. 4% No } dla pewnego k; {C 13}
7. ky | ko
8. Fk2 Cap {R" 22,7}
9. ks o 1
10. kg | ks } dla pewnego k3 {N7:6}
11. Hks Cap {R" :8,10}
12. H* Ng {R" : 5,10}
Ve pY
13.1. 4% o 13.2. Fks 3 {Cr:11}
sprzecznoéé {13.1,9} 14.2. 4% g3 £ 213

sprzecznosc {14.2, 13.2}
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Przyklad 8. CCNaNACpa ¢ Taut

Dowdd. 1. 4* CCNaNpCpha {zal.}
2. F& CNaNp
3. 4% CPa } dla pewnego k {C ¢ 1}
4. n l kl
5. k2 g
6. 4% } dla pewnego ky {8}
7. k1 | ko
8. = CNaNp (RF:2,7}
Ve pV
9.1. 4’:: Na 9.2. %:z Np {}(ﬁ}F : 8}
10.1. Fks o 10.2. %2 3 N*F:9.2
11.1. ko | k3 } dla pewnego k3 {N™: 9.1} sprzecznoscé : {10.2,5%l

brak sprzecznosci

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia o pelnosci scharakteryzu-
jemy krétko system aksjomatyczny rachunku intuicjonistycznego (system
INT). W systemie INT, w wersji strukturalnej, obowiazuje reguta odry-
wania r, o schemacie:

Mozna przyjac nastepujace schematy aksjomatow:

al. CaCfa

a2. CCaCpyCCafBCay
a3. CAafBAfa

ad. CKafBKpa

ab. CaAap

ab. CKafa

a7. CaCBKap

a8. CCayCCpyCAafy
a9. CCaNBCBN«

al0. CaCNap
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Oznaczmy przez T zbiér wszystkich tez rachunku INT = (A, {r.}),
gdzie A = {al, a2, ..., al0}.

Wprowadzmy funkcje konsekwencji, zwiazana z rachunkiem intuicjoni-
stycznym nastepujaco (por. [4]):

Definicja 2.

a. a€Cn°(X)eae AUKX,
b. ae Cn™t (X)) aec Cn™(X)VIBeS ({Cha,B} C Cr™(X)),
c. a € Cn(X) & Im(a € Cn™(X)),

dla dowolnego X C S i dowolnego o € S.

Mamy wowczas:
Twierdzenie 1. T' = Cn(0).
PrzejdZmy do dowodu twierdzenia o petnosci:

Lemat 1. 7' C Taut

Lemat ten jest oczywisty, bowiem kazdy aksjomat systemu INT' jest
tautologia i reguta odrywania r, jest niezawodna (tzn. ze: jesli Cof3, o €
Taut, to § € Taut). ‘

W dowodzie kolejnego lematu skorzystamy z nastepujacego relatyw-
nego twierdzenia Lindenbauma o maksymalizacji ([4,5]):

Twierdzenie 2. Jedli a ¢ Cn(X), to istnieje zbiér YV (zalezny od X i
a) o nastepujacych wlasnosciach:
l.a ¢y,
2. 6¢Y =>acCn(Y U{B}),
3 CnlYi=Y
¢ 12X CY.

Przy tym w rachunku intuicjonistycznym zbiér ¥ ma nastepujace wlasnosci:

5. NBeEY =>[¢Y,

6. KfyeY & (BeYAvEY),
7. AByeY & (feYVyeY),
8.COYEY 5 (BEY VyeY).
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Zbior Y, zalezny od X 1 «, o ktérym jest mowa w twierdzeniu 2,
bedziemy oznaczac przez Yy.

Dla danego « zbiér Y nie jest jedyny, zalezy on bowiem od sposobu
ustawienia w ciag wszystkich wyrazen jezyka S.

Lemat 2. Taut CT

Wykazemy, ze dla dowolnego a :jedli o ¢ T, to o ¢ Taut. Zalézmy
wiec, ze o ¢ T czyli @ ¢ Cn(0). (twierdzenie 1). Zalézmy tez nie wprost, ze
o € Taut. Z twierdzenia 2 wynika, ze istnieje system Yj* taki, ze o ¢ Yj*.

Korzystajac ponownie z twierdzenia 2 mozra wykazad, ze (zob. [5]):

— jezeli NB ¢ Y, to istnieje system Yé\’ﬁ, gdzie |J = Y U {8}, o
whasnosciach 5-8 (tw.2);

— jezeli CyB ¢ Y, to istnieje system Yy, gdzie V = Y U {7}, o
wlasnosciach 5-8 (tw. 2).

Dla systemoéw Yév A ' Y‘f tworzymy kolejne systemy, itd.

Rozpoczynajac od zbioru Yj* otrzymamy dla wyrazenia o pewna ro-
dzine IR, systeméw. Ponumerujemy zbiory rodziny R, wskaZnikami bedacymi
liczbami naturalnymi, zachowujac zasade: X, C Xy & n | k.

Zauwazmy, ze dla danego « rodzina IR, nie musi byé monotoniczna
rodzing systemow.

Dla kazdego zbioru X, rodziny R, okreslamy funkcje (wartosciowanie)
V. nastepujaco:

Frw, gdy wé€ X,,
Valw) = w € S,
Hw, gdy w¢ X,.

W zbiorze wartosciowan wprowadzamy relacje p nastepujaco:

Widoczne jest, ze relacja p jest zwrotna i przechodnia.
Uzasadnienie regul uznawania i odrzucania w systemie I NT jest nastepujace:

1. jezeli Vo (B) =F"Bin |k, tof € X, i X, C Xi. Stad 8 € Xy, czyli
Vi(B) =+* B. (zob. regule (R"));

2. jezeli Vo(Nvy) =F" N+, to Ny € X, zatem zgodnie z twierdzeniem
2 punkt 5 mamy v ¢ X,,, czyli V,,(v) =4 v (zob. regule (NV));

3. jezeli Vo (Nv) =" Nv, to Ny ¢ X,,. W rodzinie R,, istnieje jednak
pewien zbiér Xy, taki, ze vy € Xy, 1 n| k.

Mamy wiec Vi, (y) =H* 4 i n | k; (zob. regule (N7));
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jezeli V,(Cvé) =" Cvé, to Cvé € X,. Z twierdzenia 2 punkt 8
wynika, ze v ¢ X, lub & € X,, zatem V,(y) ==* v lub V,,(8) =+* §
(zob. regule (CV));

. jezeli V,,(Cyd) =" Cv4, to Cvé ¢ X,. Z konstrukcji zbioréw ro-

dziny IR, wynika, ze w rodzinie tej istnieje pewien zbior Xy, taki, ze:
n| ki,y € Xg, i8¢ Xg,, czyli Vi, (v) =FF1 v i Vi, (8) == § (zob.
regute (C7));

. jezeli V,(K~d) =" K4, to Kvé € X, i wtedy wobec twierdzenia

2,7 € X, i 8 € Xy, czyli Vu(y) =F" v, Va(8) =F" 8 (zob. regule
(K");

. jezeli V,(K~vé) =4" K#6, to Kv§ ¢ X,. Wtedy wobec twierdze-

nia 2 punkt 6 mamy: v ¢ X, lub § ¢ X, czyli V,,(v) =1" v lub
Va(8) =" & (zob. regute (K™));

jezeli V,(Ayd) =" Avé, to Ayd € X,, czyli wobec twierdzenia 2
punkt 7: v € X, lub § € X,,, skad otrzymujemy: V,(vy) =F" v lub
Vn(8) =F" § (zob. regute A"));

jezeli Vi, (Ayd) =" Av4, to Avé ¢ X, czyli vy ¢ X, 16 ¢ X,,. Stad
Va(y) =" v i V,(8) =" & (zob. regule (A™)).

Do rodziny R, nalezy zbiér Y* o wlasnodci: a ¢ Y. Istnieje wiec

pewna liczba naturalna k; taka, ze Vi, (o) =1 . Wobec zalozenia dowodu
nie wprost mamy jednak ~ (4% a), skad otrzymujemy ~ (4%1 a), co
prowadzi do sprzecznosci.

II. System S4 Lewisa.

System S4 jest rozszerzeniem klasycznego rachunku zdan (z funktorami

C, A, K, N) poprzez wzbogacenie jezyka o funktory modalne koniecznosci
L i mozliwosci M oraz uzupelnienie aksjomatyki K RZ o nastepujace sche-
maty aksjomatéw (por. [5]):

Al.
A2.
A3.
A4.

Ab.

CLao
CLCafCLaLp
CLalLLa
CMaNLNa
CNLNaMa«
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Regulami pierwotnymi systemu sa regula odrywania i reguta Godla o
schematach:

Capf
o L«

Ze wzgledu na stosowanie schematéw aksjomatow nie wlaczamy do systemu
reguly podstawiania jako reguly pierwotnej.

Dla systemu S4 mozna podac¢ formalizacje bezaksjomatyczna, oparta
na regulach uznawania i odrzucania wyrazen oraz regule tworzenia dowodu
nie wprost, podobnie jak to uczyniliémy dla systemu intuicjonistycznego.
Dowody wyrazen polegaja na budowie odpowiednich drzew dekompozycji.

Reguly uznawania i odrzucania wyrazen sa nastepujace:

Reguly uznawania i reguly odrzucania dla koniunkcji i alternatywy sa
takie same jak w rachunku intuicjonistycznym. Obowiazuja wiec reguly
Kr K0, AC A7
Natomiast reguly dla implikacji, negacji, koniunkcji i mozliwosci maja po-
stac:

F" Caf3 * Cop
- —
(CS4) 4n o }n ,B’ (054) F* o )
" 3
F* Na " Na
b= =~
(NS4) 4" o ’ (NS4) Fn o ’
F" Lo
. n|k 4, 1" La
(L's4) kg (LS4)'"—___{,G1 .
n|k dla pewnego k;
" Mo
F* Mo n|k
P o it B s AN -
(M5) —= (M) ——.

n | ky } dla pewnego k

Jesli przez T's4 oznaczymy zbidér wszystkich tez systemu aksjomatycz-
nego 54, zas przez Tautsy zbiér wszystkich takich wyrazen o, ze odpowia-
dajace im wyrazenia <" @ maja zamkniete drzewa dekompozycji, to mozna
wykazac, ze (zob. [5]):

Twierdzenie. Tg4 = Tautgy.
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