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Zastosowanie metody kolejnych réznic do stawiania hipotez indukcyjnych
Grzegorz Bryll

Metoda kolejnych réznic moze byé wykorzystana juz w szkole $redniej
pod warunkiem jednak, ze zapoznamy mlodziez z metoda dowodzenia twier-
dzen droga indukcji zupelne;j.

Dla dowolnego ciagu liczbowego {a,} ciag k—tych réznic {A¥a,} okre-
Slamy indukcyjnie w nastepujacy sposéb:

Alay = ajyy — aj,
(1) i,k € N — {0},
Ak+1a,; = Aka,;ﬂ i Akai.

Metoda indukcji zupelnej mozna wykazac, ze:

Twierdzenie 1. Dowolny wyraz ciagu {a,} wyraza sie wzorem:

-1 -1 -1
(2) an=(n0 )a1+(n1 )A1a1+...+(:_1)A""1a1.

Widzimy wiec, ze dla wyznaczenia n-tego wyrazu ciagu {a,} wystarcza
znajomosé¢ pierwszego wyrazu oraz kolejnych réznic:

Alal, Azal, Fals An~—1a1_

Symbol kombinatoryczny (2) ma nastepujace znaczenie:

n n!
(k) " (n—k)!

Oprécz ciagdéw arytmetycznych mozna rozwazaé rowniez ciagi arytmetyczne
wyzszych stopni.

Ciag {an} nazywamy ciggiem arytmetycznym stopnia m(m = 1,2,...) wte-
dy i tylko wtedy, gdy ciag {A™a,} jest staly i A™a, # 0.

Tak wiec zwykly ciag arytmetyczny, tj. ciag dla ktérego ciag pierwszych
réznic jest ciggiem stalym, réznym od zera, jest ciagiem arytmetycznym
stopnia pierwszego. Ciagi stale nazywaé bedziemy ciagami arytmetycz-
nymi zerowego stopnia.
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Na podstawie twierdzenia 1 wnioskujemy, ze dowolny wyraz ciagu arytme-
tycznego m—tego stopnia wyraza sie wzorem

(3) an=(nal)a1+(nIl)A1a1+...+(n;1)Ama1

Korzystajac z wzoru (3) mozna latwo wykazaé, ze:

Twierdzenie 2. Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycz-
nego {a,} stopnia m wyraza sie wzorem:

n n n n
(4) 8y = (1)0,1 + (2)A1a1 e (3) A2a1 + o+ (m+ I)Amm

Dla ciagu arytmetycznego stopnia pierwszego otrzymujemy wiec:

(6) sa= (T) a1 + (g) Alg, = gl:%l + (n— l)r], gdzie r = Ala.

Sume s, poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego m-tego stopnia
mozna wiec wyznaczy¢, podobnie jak wyraz a,, na podstawie a; i réznic
Alal, A2a1, . ae ,Amal.

Dla znalezienia ciagéw kolejnych réznic sporzadzamy tablice:

Pierwsze elementy poszczeg6lnych kolumn tej tablicy (z wyjatkiem ko-
lumny pierwszej) sa kolejnymi réznicami wystepujacymi we wzorach (2),
(3) i (4).

n
Sumy postaci ) f(i), gdzie f jest wielomianem jednej zmiennej, mozna
=1

oblicza¢ w oparciu o nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 3. Jedli wyraz ciagu {a,} maja postaé
anzf(n): n=12,...

gdzie f jest wielomianem m-tego stopnia (m > 0), to dany ciag jest ciagiem
arytmetycznym m-tego stopnia.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze niekiedy na podstawie pewnej liczby
poczatkowych wyrazéw danego ciagu {a,} i na podstawie ciagéw kolejnych
réznic mozna postawi¢ hipoteze indukcyjna dotyczaca budowy n—tego wy-
razu oraz sumy n poczatkowych wyrazéw tego ciagu. Hipoteze te nalezy
uzasadni¢ na drodze indukcji zupeine;.

Podamy dwa przyklady stawiania hipotez indukcyjnych.

Przyklad 1. Na ile czedci rozcina plaszczyzne n prostych lezacych
na tej plaszczyznie, jesli zadne dwie proste nie sa réwnolegle i zadne trzy
proste nie przechodza przez jeden punkt ?

Bezposrednie obserwacje wskazuja, Ze przy rozcinaniu plaszczyzny pro-
stymi, dlan = 1,2, 3,4, 5 otrzymamy odpowiednio:

61 = 2,02 =403 =T7,a4 = 1}, a5 = 16

Tablica kolejnych réznic ma postaé (zob. tabele (6)):

Tak wiec a; = 2, Ala; =2, A%a; =1, Aday = 0.

Przypuszczamy wiec, ze badany ciag jest ciagiem arytmetycznym dru-
giego stopnia. Stosujac wzor (3) otrzymujemy:

an=2(n81)+2(nzl)+(n;1) :—;-(n2+n+2)
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Wzér ten uzasadniamy na drodze indukeji zupelne;.
Przyklad 2. Ciag liczb naturalnych ukladamy w grupy:
(1),(2,3,4), (5,6,7,8,9), (10,11, 12,13, 14, 15, 16), ...
Znalez¢ sume liczb n—tej grupy.
W celu znalezienia pierwszego elementu n—tej grupy tworzymy ciag z
pierwszych elementéw poszczegdlnych grup:

127510007, ¢

Tablica kolejnych réznic dla tego ciagu ma postaé:

Przypuszczamy wiec, ze powyzszy ciag jest ciagiem arytmetycznym
drugiego stopnia. Na podstawie wzoru (3) otrzymujemy:

n—1 n—1 n—1
- 2 =n? -2
o (751)+(77) #3(75 ) =

Metodg indukcji zupelne]j przekonujemy sig, ze pierwszym elementem n-tej
grupy jest liczba n? — 2n + 2. Latwo zauwazyé, ze grupa ta zawiera 2n — 1
elementow, tworzacych ciag arytmetyczny pierwszego stopnia (r = 1).
Stosujac wzdr (5) otrzymujemy:

2n—1
S =
2

[2(n?—2n+2) +(2n-2)] = (n—1)* + .
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