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Wykorzystanie idei odrzucania zdan w procesie dydaktycznym.
Grzegorz Bryll, Urszula Wlazlowska—Zajac

W pracy dydaktycznej stosujemy przede wszystkim metody dowodze-
nia zdan prawdziwych (twierdzen). Wydaje sie, ze na gruncie szkolnym,
obok metody dowodzenia réwniez metoda obalania (odrzucania) zdan moze
stanowi¢ silne narzedzie uzasadniania (falszywosci zdan).

W szkole $redniej obala sie zwykle zdanie falszywe przez podanie tzw.
,,kontrprzykiladu”.

Na przyklad zdanie

/\(:1;<1=>$2<1)
TER

(gdzie R jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych) jest zdaniem falszywym,
gdyz dla z = —5 otrzymujemy zdanie falszywe

-5<1=25<1

Zauwazmy przy tym, ze znajdowanie odpowiednich , kontrprzykladéw”
moze okazaé sie zadaniem nielatwym.
Wezmy na przyklad zdaniel

/\ (z2 + x4+ 41 jest liczba pierwsza),
TEN

gdzie N jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych.
Zdanie to jest falszywe, jednak podstawiajac we wzorze

2+ +41

kolejne liczby naturalne 0,1, 2, 3, . .., 39 otrzymujemy zawsze liczbe pierwsza.
Dopiero dla z = 40 otrzymujemy liczbe zlozona.
Dowdéd przez odrzucanie mialby postac:

1. A (z? + z + 41 jest liczba pierwsza), {zal.}
zeN

'Przyklad powyzszy pochodzi od Loeonarda Eulera (1707-1783).
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2. A [(z? +2z+41 jest liczba pierwsza)
TeN

= (z(z + 1) + (40 + 1)) jest liczba pierwsza] {oczywiste}
3. é\N[a:(a: + 1) + (40 + 1) jest liczba pierwsza] {1,2}
z
4. 40 e N {oczywiste}
5. 40(40 + 1) + (40 + 1) jest liczba pierwsza {3,4}
6. (40 + 1)(40 + 1) jest liczba pierwsza {5}
7. 41 - 41 jest liczba pierwsza {6}
(0) Zdanie 7 jest falszywe {7}
Zdanie 1 jest falszywe {1 - (0)}

W powyzszym dowodzie odrzucania w punkcie 3. skorzystaliSmy z
nastepujacej reguly rachunku kwantyfikatoréw:

N\ zle(z) & (z)),
A\ ¢(z)

Metoda odrzucania zdan stosowana jest powszechnie w naukach empi-
rycznych oraz w praktyce dochodzeniowej, jednak gruntowne badania nad
teorig zdan odrzuconych zostaly przeprowadzone dopiero niedawno.

W naukach empirycznych odrzuca sie¢ istniejaca hipoteze, o ile z hipo-
tezy tej wynika choé jedno zdanie pozostajace w sprzecznosci z doswiad-
czeniem. W czasie dochodzenia odrzuca sie te wszystkie wersje okreslonego
wypadku, ktore pozostaja w sprzecznosci z zebranym materialem dowodo-
wym, badZ tez zawieraja sprzecznosci logiczne. Metode odrzucania stoso-
wano m.in. w procesach o dochodzenie ojcostwa, gdy nie znano jeszcze
sposobu odczytywania informacji na podstawie kodu genetycznego.

Pojecie odrzucania formul znalezé mozna juz u Arystotelesa. Udowa-
dnial on nie tylko prawdziwe formuly sylogistyczne, ale obalal bledne, przy
tym przy obalaniu postugiwal si¢ w zasadzie przykladami, niekiedy jednak
stosowal metode sprowadzania pewnych blednych form sylogistycznych do
innych form, ktérych blednos$é byla widoczna lub zostala wczedniej wyka-
zana, (por. [5]).

Pojecie odrzucania i koncepcja odrzucania zostaly jednak wprowadzone
na stale do logiki dopiero pod koniec lat 30-tych przez Jana Lukasiewicza,
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chociaz pojecie zdania odrzuconego zostalo uzyte po raz pierwszy juz w
pracy [6], opublikowanej w 1921 r. Badania nad pojeciem odrzucania
byly kontynuowane i rozwijane przez J. Slupeckiego oraz jego uczniéw i
wspoélpracownikéw. Doprowadzily one m.in. do dowodu rozstrzygalnosci
uogdlnionej sylogistyki Arystotelesa [9], zdefiniowania funkcji odrzucania
na gruncie teorii systeméw dedukcyjnych A. Tarskiego [10], zbudowania te-
orii zdax odrzuconych [15], sformulowania twierdzen o istnieniu aksjomatyk
odrzuconych [1,2,7,13] oraz ustalenia zwiazkéw pomiedzy L-rozstrzygalno-
§cia 1 rozstrzygalnoscia w zwyklym sensie [11].

Sformulujemy teraz definicje pojecia dowodu odrzucania poprzedzajac
ja definicja ,,zwyklego” dowodu.

Pojecie ,,zwyklego” dowodu jest oméwione dokladnie w ksigzce J. Stu-
peckiego i W. Pogorzelskiego ,,O0 dowodzie matematycznym”, napisanej
gléwnie z mysla o nauczycielach i uczniach [8]. Pojecie to mozna zdefi-
niowa¢ na tyle ogdlnie, by mozliwe bylo dowodzenie nie tylko na gruncie
dowolnego systemu aksjomatycznego, ale takze na gruncie dowolnego zbioru
przestanek. Niekiedy przestanek nie zaliczamy do aksjomatéw lub twierdzen
danego systemu.

Definicja 1. (por. [8], s. 73). Dowodem wyrazenia a na gruncie
zbioru wyrazen X jest ciag skorniczony wyrazen

(1) 01y vy Oy Oty - - - 5 Oy (1<k<n)

w ktérym an, = a, wyrazy oq,..., ok sa przestankami, za$ dla kazdego 1
takiego, ze k < i < n wyraz a; wynika z wczesniejszych wyrazéw ciagu (1).

Przestankami dowodu moga by¢ te i tylko te wyrazenia, ktére sa ele-
mentami zbioru X lub podstawieniami praw logicznych.

Zauwazmy tutaj, ze w definicji 1 jako zbiér X mozna przyjaé zbidr
wszystkich aksjomatéw i definicji pewnego systemu aksjomatycznego i wéw-
czas otrzymuje si¢ pojecie dowodu danego wyrazenia o na gruncie tego
systemu.

Pojecie dowodu odrzucania definiujemy nastepujaco:

Definicja 2. Ciag

(2) Alyee oy Oy Oty -+ -, O

jest dowodem odrzucania wyrazenia a na gruncie zbioru Y wtedy i tylko
wtedy, gdy

1. ay=a

2. ap €Y
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3. Ciag (2) jest ,,zwyklym” dowodem wyrazenia oy, na gruncie wyrazenia
a.

Jako zbiér Y mozna przyjac zbidr wszystkich aksjomatéw odrzuconych
pewnego systemu aksjomatycznego i wéwczas otrzymuje sie pojecie dowodu
odrzucania zdefiniowane w pracy [16].

W logice rozwaza sie tez inne pojecia dowodu odrzucania, w definicjach
ktérych korzysta sie z pojecia reguly odrzucania. Reguly odrzucania zostaly
wprowadzone przez J. Lukasiewicza. Uzywal on reguly odrzucania przez
podstawianie i reguly odrzucania przez odrywanie. Pézniej postugiwano
si¢ tez innymi regulami odrzucania (zob. [4,5,9,11,13,14]).

Ciag ay, as,...,a, bedacy dowodem odrzucania wyrazenia o na grun-
cie systemu aksjomatycznego z aksjomatyka odrzucona A~! posiada naste-
pujaca wlasnosé: skoro przy pomocy tez danego systemu i regul wniosko-
wania, z wyrazenia « daje sie otrzymac¢ wyrazenie oy, to przy zalozeniu, ze
wyrazenie o, jest falszywe, wyrazenie a tez musi by¢ falszywe. Gdyby bo-
wiem wyrazenie o bylo prawdziwe, wowczas wnioskujac na podstawie praw-
dziwych przestanek przy pomocy niezawodnych regul wnioskowania (tj.
regut prowadzacych od wyrazen prawdziwych do wyrazen prawdziwych)
otrzymywaliby$my wylacznie zdania prawdziwe, nie uzyskujac wyrazenia
falszywego ay,.

Ciag ay,a9,...,a, bedacy dowodem odrzucania wyrazenia « (zob. def. 2)
proponujemy notowaé w postaci
1. a1 {zal}
2. (870
n. an
(0) Zdanie o, jest falszywe
Zdanie « jest falszywe {1 — (0)}.

Wiersz oznaczony symbolem (0) nie nalezy do dowodu, informuje nas
jednak, ze w wierszu n otrzymaliSmy zdanie falszywe. Ze zdania o wynika
zdanie falszywe (zdanie odrzucone) ay,.

Przyklad
Przeprowadzié dowéd odrzucania zdania ,liczba /2 jest liczba wy-
mierna” .

1. Liczba v/2 jest liczba wymierna {zal.}
2. V2= g, przy czym ulamek & jest nieskracalny

(p, q liczby naturalne wzglednie pierwsze, ¢ > 1) {1}
3. 2= (B)? {2}

q
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4. 2=2 {3}

5. Poniewaz ulamek g jest nieskracalny, wiec ulamek %‘3 0

mianowniku gq > 1 jest nieskracalny. {2}
(0) Réwnosé 4 jest falszywa. {4,5}
Zdanie 1 jest falszywe. {1 - (0)}

W systemach z kwantyfikatorami odrzucanie wyrazen falszywych moze
by¢ zastapione dowodzeniem ich negacji. Mozemy wiec obalié¢ zdanie falszy-
we a dowodzac wyrazenia ~ a. Ze wzgledéw dydaktycznych nie jest jednak
celowe eliminowanie metody odrzucania wyrazen poprzez zastapienie jej
metoda dowodzenia. W matematyce (w tym réwniez i szkolnej) nie kazde
zdanie ~ a, o tej wlasnosci, ze « jest zdaniem falszywym, pretenduje do
roli twierdzenia. W formie twierdzen ujmuje si¢ tylko najbardziej istotne i
mozliwie najbardziej ogélne wlasnosci badanych pojec.

W systemach bezkwantyfikatorowych (rachunek zdan, sylogistyka Ary-
stotelesa) pojecie odrzucania okazuje sie istotne. Odrzucanie wyrazenia do-
mknietego nie jest réwnowazne dodaniu jego negacji do systemu. Swiadczy
o tym nastepujacy przyklad podany przez T. Prucnala (por. [15]).

W rachunku intuicjonistycznym tezami sa nastepujace wyrazenia:

(a) ~ (Vg =>~pA~gq (prawo de Morgana)

(b) pA~p=gq (prawo przepelniania)

nie jest za$ teza wyrazenie

() pv~p (prawo wylaczonego $rodka).

Odrzucajac nastepujace podstawienie prawa (c):

@  Ae@V~Ael)

nie zmieniamy w ten sposéb czesci ,,pozytywnej” systemu intuicjonistycz-
nego. Gdybysmy jednak dolaczyli do systemu negacje wyrazenia (d), czyli

wyrazenie \
~(Ammv~Awm}

wowczas wobec (a) i (b) otrzymaliby§my dowolne wyrazenie. Rachunek
intuicjonistyczny bylby wiec systemem sprzecznym.

W systemach bez kwantyfikatoréw mozliwe jest obalenie wyrazen fal-
szywych przez uzycie aksjomatycznej metody odrzucania, o czym wspomi-
naliSmy wprowadzajac pojecie dowodu odrzucania.
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Na zakonczenie tych rozwazan zauwazmy, ze obalanie zdan falszywych
moze okazaé si¢ niekiedy rownie trudne, jak dowodzenie zdan prawdziwych.

Zdanie?
A N (99152 +1#4?)

zeN-{0} yeEN

jest falszywe, jednak najmniejsza liczba naturalna z, dla ktérej liczba
99122 + 1 jest pelnym kwadratem, jest liczba

x = 12055735790331359447442538767.
Stynna hipoteza Fermata, ze liczby postaci
P* L1 (gdzie n € N)

sa liczbami pierwszymi, zostala obalona przez Eulera, ktéry wykazal, ze
liczba :
22" +1 jest liczba zlozona,

gdyz a
22" + 1 = 641 - 6700417.

Przez kilka stuleci absorbowalo umysly wielu ludzi nastepujace zdanie,
zwane wielkim twierdzeniem Fermata

/\ /\(n>2=>a:”+yn#zn),

z,y,2e N—-{0} zEN

ktére uzasadnione zostalo dopiero niedawno.?

Na podstawie doswiadczenia w pracy dydaktycznej ze studentami mo-
zemy stwierdzi¢, ze duze trudnosci natury logicznej wystepuja przy do-
wodzeniu twierdzen przez sprowadzanie do niedorzecznosci (dowody nie
wprost). Podamy pewne propozycje, ktére jak sadzimy, moga zlagodzié
lub zniwelowaé te trudnosci.

Przypomnijmy, ze zalozeniowy dowdd nie wprost wyrazenia,

(I) @1#(@2#@3...——?(@”_1=><I>n)...))
tworzymy w nastepujacy sposéb (por. [12]):

1. Wypisujemy wyrazenia @1, ®9,...,P,_1, jako zalozenia twierdzenia
(w (n — 1) pierwszych wierszach dowodu),

*Powyzsze przyklady zostaly zaczerpniete z ksiazki [3).

3W roku 1905 ustanowiona zostala nagroda za rozwiazanie hipotezy Fermata. Dowéd
twierdzenia Fermata podal Andrew Wiles w 1993 r., za$ luka w dowodzie uzupelniona
zostala w 1994 r. Instytut Matematyczny Uniwersytetu w Getyndze w dniu 27.06.1997
przyznal Wilesowi nagrode w wysokosci 75 000 DM.
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2. w n—tym wierszu wypisujemy wyrazenie ~ &, jako zalozenie dowodu
nie wprost;

3. Do dowodu wolno dolaczy¢:

(a) nowe wiersze otrzymane na podstawie wierszy dotychczasowych
wedlug regul logicznych,

(b) twierdzenia poprzednio udowodnione.

4. Dowdd jest zakonczony, jesli wystepuja w nim dwa wiersze sprzeczne.

Zakonczenie dowodu zaznaczamy piszac w ostatnim wierszu ,,sprz”
(sprzeczno$é) i podajac po prawej stronie numery dwéch wierszy
sprzecznych.

Jesli dowodzone twierdzenie nie ma postaci implikacji, to na poczatku
twierdzenia wystepuje zalozenie dowodu nie wprost, bedace w tym przy-
padku negacja dowodzonego twierdzenia.

Przypomnijmy tez, ze kazdy dowdd zalozeniowy wprost wyrazenia (I) daje
sie natychmiast przeksztalci¢ w zalozeniowy dowdd nie wprost tego wyrazenia
(zob. [12]).

Dla uproszczenia zalézmy, ze dowodzone twierdzenie T' ma postaé implikacji*

(11) o=

Schemat dowodu nie wprost jest nastepujacy:

1.9 {zal.}
2. ~T {z.d.n.}
k.o

n. ~aq

Sprzecznosé {k,n}

Dowé6d nie wprost wyrazenia (II) mozna zastapi¢ dowodem odrzucania
wyrazenia

(I1I) ~ (= 1),

bedacego negacja wyrazenia (II)°

‘Wyrazenie (I) jest réwnowazne wyrazeniu ®; A®z A ... &n_1 = &,, czyli wyrazeniu
o postaci (II).

®Ogélniej zamiast dowodu nie wprost wyrazenia (II) podajemy dowéd odrzucania
wyrazenia sprzecznego z wyrazeniem (II).
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Korzystamy tez z nastepujacej reguly logicznej negowania implikacji

~(p=q)
(NI) s
~q

Schemat dowodu odrzucania wyrazenia (III) jest nastepujacy:

1. ~(®2=7) {zal.}

2.9

3. ~V¥

k+1l o

n+l. ~a

n+2. a\~a«a

(0) Zdanie ,,aA ~ o jest falszywe {oczywiste}
Zdanie ,,~ (® = U)” jest falszywe {1—-(n+2),(0)}.

Podajac dowdd odrzucania wyrazenia (III) stwierdzamy tym samym,
ze wyrazenie to jest falszywe. Prawdziwe jest wiec wyrazenie (II).

Przyklad.

Udowodnié twierdzenie: Jezeli szereg liczbowy {3 an jest zbiezny, to
iz an =0 0

Dowdéd:

o0
1. Nieprawda, ze jezeli szereg Y. a, jest zbiezny, to lim a, =0 {zal.}
n=1 n—00

{1, regula NI}

n=1

o0
2. Szereg Y. a, jest zbiezny }
3. nl;n;o an # 0

4, nll}ngoan=nll)rr°10[(al+a2+a3+...+an)—-(a1+a2+...+an_1)]=

S8 St T et il iR 2

5. lim a, =0 {4}

n—00
6. lim ap #0A lim ap, =0 {3,5}
(0) Zdanie ,,nlggo e 7% DA nlggo an = 0” jest falszywe  {oczywiste}

Zdanie 1 jest falszywe {1 —>6,(0)}.
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Zdanie ,,Jezeli szereg liczbowy > a, jest zbiezny, to nango an, = 0" jest
n=
wiec prawdziwe.
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