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O dwéch metodach geometrycznych
rozwiazywania zadan tekstowych

Grzegorz Bryll, Karolina Wojtal

Metodyka rozwiazywania zadan tekstowych stanowi jeden z istotnych
elementéw metodyki nauczania matematyki. Proponowanie uczniom roz-
nych metod rozwiazywania tych samych zadan moze przyczyni¢ sie do
rozbudzenia zainteresowan matematyka, a takze do przyswojenia réznych
narzedzi badawczych. Wiadomo, ze niejednokrotnie wigksza wartos$¢ przed-
stawia wybdr sposobu rozwigzania niz samo rozwiazanie zadania. Pra-
gniemy w zarysie przedstawi¢ dwie, rzadko stosowane w praktyce szkol-
nej, metody geometryczne rozwigzywania zadan tekstowych: metode we-
ktorowa i metode figur réwnowaznych. W pierwszej z nich wykorzystuje
si¢ proste wlasnoéci wektoréw, za§ w drugiej— wlasnodci trojkatéw przy-
stajacych.

I. Metoda wektorowa rozwiazywania zadan dotyczacych roz-
tworéw, mieszanin i stopéw.

a) Wykorzystanie pojecia stezenia.
Bedziemy postugiwaé sie pojeciami roztworu i jego stezenia, bowiem
w odniesieniu do mieszanin i stopéw postepowanie jest podobne.
Roztwér o masie catkowitej = (kg) zawierajacy y (kg) substancji rozpuszczo-
nej mozna, interpretowac na plaszczyznie jako wektor ¥ o wspétrzednych z,y

(rys. 1), tj. ¥ = (=, 7).
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Rys. 1
Stezenie roztworu wyraza sie wzorem:

1. k=% przyczym 0<k<1.

X

Masa substancji rozpuszczonej wynosi wiec
2. y=k-2.

Kat a nachylenia wektora ¥ do dodatniego kierunku osi OX speinia
warunek:

3. 0<a<¥ gdyz 0<k<1, czyli0<tga <1

Dla k > 11lub k < 0, wektor ¥ = (z, k-z) nie reprezentuje zadnego roztworu.

Jedli k = 0 to wektor ¥ = (z,0) jest réwnolegly do osi 0X. Reprezen-
tujeon wowczas czysty rozpuszczalnik.

Jesli k = 1 to wektor ¥ = (z,z) jest réwnolegly do prostej y = z.
Reprezentuje on wéwczas czysta substancje.

Widzimy, wiec, ze kazdemu roztworowi mozna przypisa¢ odpowiedni
wektor. Rzut tego wektora na osi OX daje informacje o masie catkowitej
roztworu, zaé rzut na osi OY — o masie substancji rozpuszczonej w rozpu-
szczalniku. ,

Jezeli roztwory I i II sa reprezentowane odpowiednio przez wektory:

V1= (mlakl 'ml), Uy = (mz,kz i mz),

to roztwoér otrzymany przez zmieszanie tych roztworéw jest reprezentowany
przez wektor

3 = (ma3, k3 - m3)
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o wlasnosci (rys. 2):
V3 =71 + 72

czyli:

(m3, k3 - m3) = (m1, k1 - m1) + (ma, k2 - ma) = (mq + ma, kimy + kama).

Stad
ms =m; +mgy
ks-ms =k -my+ ko -mo
k*mA
- y=X
it 1N o
y A
Rys. 2 m

b) Wykorzystanie pojecia udziatu.

WeZzmy pod uwage stop wykonany z dwu metali, w ktérym stosunek
masy metalu IT do masy metalu I wynosi b : a. Wéwczas jeden kg stopu
mozna interpretowaé jako wektor u:

(it
“= a+b a+b
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Rys. 3

Wektor @y, gdzie
i |

U= —
|l

o ()
Va? + b2’ Va2 + b2

jest wektorem jednostkowym, tj. |T5| = 1 (rys. 3). Stosunek b : a wyraza
tangens kata, jaki tworzy wektor @ z dodatnim kierunkiem osi OX (@||@y,).
Jesli w wyniku stopnienia dwéch stopéw, w ktérych stosunek masy me-
talu IT do masy metalu I jest rowny odpowiednio b:a i d: ¢, otrzymamy
nowy stop o masie catkowitej m i o stosunku mas f : e, to wektory charak-
teryzujace mase jednostkowa (1kg) poszczegélnych stopéw maja postac:

-(Zan) 7=(Fves)
“\a+ba+b)’ ? \e+dec+d)’

w5 (e-ie—f’e-{f)’

za$ masa calkowita spelnia warunek:
Uy + yuz = muz dla pewnych z,y x>0,y > 0.

Przykilad 1.

Stopione zostaly dwa stopy zawierajace odpowiednio p % i q % czy-
stego zlota. W wyniku stopienia otrzymano stop o masie m kg zawierajacy
r % czystego zlota. Obliczy¢ mase poszczegdlnych stopéw przed stopieniem.

5

[

I sposob:

Oznaczymy masy stopéw wyjsciowych przez m; i mg. Wtedy poszczegdlne
stopy mozna interpretowaé jako wektory:
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(ml, —p—ml) , dla stopu zawierajacego p % czystego zlota.

=\ 100

0 = (mg, 1—g—dm2) , dla stopu zawierajacego q % czystego zlota.
r o

vz = (m, I_O_Om) , dla stopu zawierajacego r % czystego zlota.

Na podstawie zaleznoéci: U3 = U7 + U3 otrzymamy:

(ml ——p—ml) e (mg mgi) = (m -T—m)
7100 ’ 100 100 i

stad:
mi1+mg =m
T%m1+fgﬁm2=ﬁ5m
czyli
m(r —gq m(r —
o= mlr—p)
P—q q—p

Rozwiazanie czysto geometryczne mozna otrzymac przedstawiajac we-
ktor 73 jako sume¢ dwéch wektoréow o7 1 U3 réwnoleglych do prostych

(rys. 4)

_ P,
Y= 100" 1007
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II sposéb.
Wektory ilustrujace 1kg stopu maja postaé:

I

Uy (i%’ 1- -1%6) , dla stopu zawierajacego p% czystego zlota,

( g 1 c ) , dla stopu zawierajacego ¢% czystego zlota,

“2=\100"" ~ 100
ug = (IS_O’ 1-— T&.—) , dla stopu zawierajacego 7% czystego zlota.

Niech m; i mg oznaczaja masy calkowite stopu przed stopieniem. Mamy
wiec:
m1U1 + moly = Mug

czyli:

p P q q r r
A TS - ;N - -
’"1(100’1 100) +m2(100’ 100) m(lOO’ 100)’

stad:

my-1hg + M2 165 =™ 165 )
ma (1 = 165) +ma2 (1= 155) =m (1 155)

Po uproszczeniach powyzszy uklad przyjmuje postaé:
pmi+qgme=rm
mi + mg = m.

Otrzymujemy wiec rozwigzanie:

RN L. .| GRS |

P g e

II. Metoda figur ro6wnowaznych.

Jezelic = a-b i a > 0, b > 0, to wielkos¢ ¢ mozna interpre-
towac jako pole prostokata o diugosci bokéw a i b. Wiele zadan teksto-
wych wystepujacych w szkole ma te wlasno$é, ze jedna z wystepujacych
tam wielkosci jest iloczynem dwu innych wielkosci.

Oto przyklady:

wielkos¢ pracy = wydajno$é - czas trwania pracy,
cena towaru = cena jednostki towaru - liczba jednostek towaru,
dlugosé drogi = wartos$é predkosci - czas,

warto$¢ parcia = warto$¢ ci$nienia - pole powierzchni
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Przy rozwiazaniu zadann omawianego typu na drodze geometrycznej
wystarcza znajomosé znajomo$§é zamiany danego prostokata na prostokat
rownowazny o danym boku. Korzystamy przy tym z nastepujacego twier-
dzenia: ‘

Twierdzenie:

Jezeli przez dowolny punkt P przekatnej AC' prostokata ABCD (rys.
5) poprowadzimy proste EF i GH takie, ze EF||AD i GH|AB, to
otrzymane w ten sposdb prostokaty FBHP i GPED sa réwnowazne
(maja réwne pola).

|

Rys. 5

Twierdzenie powyzsze mozna latwo udowodnié¢ w oparciu o przystawa-
nie nastepujacych par tréjkatow:

AABC i AADC;,
AAFP i AAGP;
APHC i APEC.

Prostokat AFED mozna zamieni¢ na prostokat rownowazny o danym
boku AB wykorzystujac nastepujaca konstrukcje (rys. 5
Przez punkt B prowadzimy prosta prostopadla do boku AB i odkladamy
na niej odcinek BC réwny odcinkowi AD. Przez punkty A i C' prowa-
dzimy prosta AC, ktéra przetnie bok EF w pewnym punkcie P. Punkt P
wskazuje nam wysoko$é F'P szukanego prostokata o boku AB.

Dla otrzymania szukanego prostokata wystarczy przez punkt P poprowa-
dzié prosta G H, réwnolegla do boku AB. Prostokat ABHG jest réwnowazny
danemu prostokatowi AFED. Powyzsza konstrukcja moze byé wykorzy-
stana do zamiany wielokata ABCDEF, (rys. 6) na prostokat rownowazny

o
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o boku AB oraz do zamiany prostokata ABLK (rys. 7) na dwa prostokaty
o danych wysokosciach AF i BC' i sumie podstaw réwnej AB, ktdrych
suma pol jest réwna polu prostokata ABLK. i

S|
m

Rys. 6

\

Przyklad 2. Zadanie podane w przykladzie 1 rozwiazemy metoda
figur réwnowaznych. ‘

Pole prostokata OABC (rys. 8) wyraza mase czystego zlota, zawartego
w m kg stopu, otrzymanego w wyniku stopienia dwéch stopéw. Prostokat
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ten nalezy zmieni¢ na dwa prostokaty o wysokosciach OD i OF, ktére
w sumie s réwnowazne danemu prostokatowi OABC. Przekatna DF pro-
stokata DGFE dzieli ten prostokat w ten sposéb, ze prostokaty HGBK
i1 CKJE sa réwnowazne czyli maja takie same pola. Zatem suma pdl
prostokatow OIJE i AGH]I jest réwna polu prostokata OABC. Dlugoéé
bokéw OI i IA wyrazaja wiec liczbe kilograméw poszczegélnych stopéw
przed stopieniem.

F
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< »
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Rys. 8

Przykiad 3. Przy rozladunku wagonéw n robotnikéw wykonuje te
prace w ciggu a dni. Po uplywie b dni (b < @) do pracy skierowano dodat-
kowo pewna liczbe robotnikéw i praca zostala zakoriczona o ¢ dni wezesniej
niz przewidywano. Ilu robotnikéw skierowano dodatkowo do rozladunku ?

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia: AB =n, AD = a, AF = b ED = ¢ (rys. 9).
Wielko$¢ pracy interpretujemy jako pole prostokata ABC'D, w ktérym je-
den z bokéw odpowiada liczbie robotnikéw, a drugi liczbie dni potrzebnych
do wykonania calej pracy.
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dni A
D C
el
a i I
—FG """" H
b
4 A B
«< W » liczba robotnikow
Rys. 9

Poniewaz po uplywie b dni (b = AF) liczba robotnikéw wzrosla i praca
zostala wykonania o ¢ dni przed terminem, zatem po uptywie b dni nalezato
wykonan¢ prace wyrazona przez pole prostokata F'HCD. Po zamianie tego
prostokata na prostokat réwnowazny o boku EF otrzymamy prostokat
"FKIE, w ktérym dlugo$¢ odcinka GH wyraza liczbe robotnikéw, skiero-
wanych dodatkowo do pracy. Korzystajac z réwnowaznosci prostokatow
FGCD i FHIE oraz prostokatéw GHIK i EKCD otrzymujemy:

GH|-la—(b+0)]=n-c

stad:
n-c

GH|= ———.
P a—(b+c)

Przyklad 4. Statek plynacy z pradem rzeki pokonuje odleglos¢ miedzy
dwoma miastami w ciggu ¢; dni, za$ plynac w gore rzeki pokonuje te od-
leglo$é w ciagu o dni (t2 > t1). W jakim czasie woda pokonuje te odlegtosc 7

Rozwiazanie:

Niech odcinek OA o dowolnej dlugosci wyraza predko$é réwna sumie
predkosci wlasnej statku i predkosci pradu rzeki. Niech ponadto OB =
t1,0C =ty (rys. 10).
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Rys. 10

Pole prostokata OADB wyraza odleglos¢ miedzy miastami. Zamieniajac
ten prostokat na prostokat réwnowazny o boku OC otrzymamy prostokat
OFGC, w ktérym bok OF wyraza predkosé rowna réznicy predkosci wiasnej
statku i predkosci pradu rzeki. Odcinek F A wyraza wiec podwojona predkosé
pradu rzeki. Dzielac ten odcinek punktem H na réwne czesci i zamieniajac
prostokat OADB na prostokat réwnowazny o boku HA otrzymamy pro-
stokat HAIK, w ktérym bok AI (AI = OL) wyraza szukany czas t.
Korzystajac z rownowaznosci prostokatow OADB, OFGC i HAIK otrzy-
mamy:

t-HA=1t;-0A, t;-OA =1ty - (OA—-2HA).
Obliczajac z drugiego réwnania stosunek %ﬁ— otrzymujemy:

OA 2t oAyl OA B 2t119
HAY $5 —1" T e !
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