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O zupelno$ci pewnych kategorii
graféw pokolorowanych i gier abstrakcyjnych

Elzbieta Rychlik

Wstep. W pracy A. Wiweger [3] zostaly zdefiniowane rézne kategorie
gier abstrakcyjnych. Celem niniejszej pracy jest udowodnienie, ze kategoria
Ga, gier oznaczana dalej symbolem Ga; jest zupeina.

Opisane zostaly konstrukcje produktu, koproduktu, ekwalizatora i koek-
walizatora w kategoriach Cgry, Cgr; graféw pokolorowanych oraz w kate-
gorii Gay. Zupeloé¢ kategorii Gag bedzie tematem nastepnej pracy.

W dalszym ciagu uzywaé bedziemy pojec i oznaczen stosowanych w
pracy Z. Semadeni i A.Wiwegera[l] oraz w pracy A. Wiweger(3].

Bedziemy tez stosowaé nastepujacy zapis:

Jezeli f: A — Big: A — B sa morfizmami kategorii C, to h =
eqc(f,9), h = coeqc(f,g) oznacza, ze h jest ekwalizatorem (koekwaliza-
torem) pary (f,g) w kategorii C. W przypadku kategorii Ens symbol kate-
gorii opuszczamy.

Niezdefiniowane w pracy pojecia i oznaczenia s3 wyjasnione w pracy
A. Wiweger [1].

1. Zupelnosé kategorii Cgr, i Cgr; grafow pokolorowanych

Definicja

Grafem pokolorowanym (krétko: grafem) nazywamy tréjke (X, D, p)
gdzie X i D sg zbiorami a p: D — Pow(X x X) jest funkcja.

Definicja

Morfizmem pierwszego rodzaju (krétko: (1)-morfizmem) graféw pokolo-
rowanych z G = (X, D, p) do (X', D', p’) nazywamy pare funkcji

fx: X—= X', fp: D — D' spehiajacych warunek (1) :
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(21,22) = p(d) = (fx(z1), fx(22)) € p'(fD(d)
dla dowolnych d € D, z,,z, € X.

Niech Cgr; oznacza kategorie, ktérej obiektami sg grafy pokolorowane
a strzalkami sa (1)-morfizmy graféw pokolorowanych, skladanie strzalek
jest okreslone w spos6b oczywisty ([3]).

Twierdzenie

Kategoria C'gr; jest zupelna ze wzgledu na poczatki i korice dowolnych
diagraméw. '

Dowdd. Wiadomo, Ze kategoria zupelna ze wzgledu na produkty i
ekwalizatory (koprodukty i koekwalizatory) jest zupelma ze wzgledu na
poczatki (konce) dowolnych diagraméw (por. tw. 3.6.9-[1] ). Wystar-
czy zatem pokazac, ze kategoria Cgr; jest zupelna ze wzgledu na produkty,
koprodukty, ekwalizatory, koekwalizatory.

1. Produkty i koprodukty

Niech (X, Dy, p¢)ier bedzie rodzing graféw pokolorowanych. Produktem
tej rodziny jest graf (X, D, p) z rodzing projekcji (pre)ter okreslony naste-
pujaco:

X 5 HtETXtﬂ D= HtET‘Dt7 p.— PO'U)(X X X)

p((de)er) = {((zt)ter, (Yt)ieT) : (21, 31) € pe(dy)}

pre = (prx .o, prp.), gdzie prx,., prp. - projekeje

Koproduktem danej rodziny jest graf (X, D, p) z rodzina (U,)ier okreé-
lony nastepujaco:

X = Uer Xt x {t}, D :=U,er Dt x {1},
p((d; 1)) := {((21,1), (Xa, 1)) : (21,22) € pe(d)}

ug = (ux,,upy), ux,(z) = (x,t), up(d) := (d,1).
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2. Ekwalizatory i koekwalizatory

Niech f,g bedzie para réwnolegta (1) - morfizméw z (X, D, p) do (X', D', p').
Okredlam graf pokolorowany (X, Dg, pg) oraz (1) - morfizme z (X g, Dg, pg)
do (X, D, p) nastepujaco:

Xg:={z € X: fx(z)=gx(z)},

Dg:={de D: fp(d)=gp(d)},

pE(d) :={(z,y) € XEg x Xg: (2,y) € p(d)},
e:= (ex,eq),gdzie ex : Xp — X, eq: Dg — D
s3 zanurzeniami identycznosciowymi.

Tak okreélony (1) - morfizm jest ekwalizatorem (f,g). Wynika to z kon-
strukcji ekwalizatoréw w kategorii Ens dla pary (fx, gx), (fp, 9p).

Konstrukcja koekwalizatora jest nastepujaca:
Niech Rx, Rp oznaczaja najmniejsze relacje réwnowaznosci odpowied-
nio w zbiorach D’,X’ generowane przez zbiory

{(fX(z)agX(w)) P TE X}7 {(fD(d)agD(d)) 3. d.€ D}

Okreslam graf (X, Dk, pi) nastepujaco:

!

VO ez DI i
Xk = 3{-‘;, Dk := g, pr: Dk — Pow(Xg x Xk),

prc([d)) = Upera(lorl [oa]) € 75 x &2 (1,22) € p/(d)).

Zdefiniujmy (1)-morfizm k : (X', D', p") — (Xk, Dk, pk) jako pare
(kx,kp) gdzie kx : X' —» Xk, kp: D' — Dk sa suriekcjami kanonicz-
nymi. Z okreélenia, relacji px([d]) wynika, ze k jest (1)-morfizmem takim,
ze kf=kg. Pokazemy, ze dla dowolnego grafu k : (X", D", p") oraz(1)-
morfizmu h : (X', D', p') — (X", D", p") spelniajacego warunek hf=hg is-
tnieje dokladnie jeden (1)-morfizm b’ : (X, Dk, px) — (X", D", p") taki,
ze h’k=h co oznacza przemienno$¢ nastepujacego diagramu:

f
(XsDyP) 1] - (XI7D’7P’) S (XK,DKﬁpI\’)

(X”, D”, pn)
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Warunek hf=hg oznacza, ze hx fx = hxgx oraz hpfp = hpgp, zatem z
definicji k jako pary (kx, kp) gdzie kx, kp sa koekwalizatorami w kategorii
zbioréw par (fx,gx) oraz (fp,gp) wynika, ze dla hy istnieje dokladnie
jeden morfizm k' : Xg — X", hykx = hx i dla hp istnieje dokladnie
jeden morfizm hl, : Dg — D", hpkp = hp

Definiuje h’ := (h'y hy); b’ jest (1)-morfizmem, bo

([21]; [z2]) € px([d]) = Vaea(21,22) € p'(d) =
Vd € [dl(hx(21), hx(22)) € p"(hp(d)) =
(K ([21]), Wx ([22])) € p"(RD([d])) = p"(Rp([d]))-

Jednoznacznoé¢ h’ wynika z jednoznacznosci h'y i hy.
Z konstrukcji ekwalizatora i koekwalizatora w kategorii C'gr; wynikaja
nastepujace wzory:

€qcgr, (fa g) = (e(I(fX, gX)a eq(st gD))
coeqogr, (f,9) = (coeq(fx,9x),coeq(fp,9p))

Definicja
Morfizmem drugiego rodzaju ((2)-morfizmem) graféw pokolorowanych z
(X,D,p) do (X', D',p") nazywamy pare funkcji fx : X — X', fp:
D' — D speiajacych warunek (2) :

(21,22) € p(fD(d)) = (fx(21), fx(22)) € p'(d)
dla dowolnych d € D', 21,25 € X.

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do (1)-morfizmu druga wspoélrzedna
(2)-morfizmu jest funkcja ze zbioru D’ do zbioru D.

Rozwazmy kategorie Cgry, ktorej obiektami sg grafy pokolorowane,
strzalkami s (2)-morfizmy oraz skladanie okreslone jest w sposéb oczywisty
(3D)-

Twierdzenie

Kategoria Cgr; jest zupelna ze wzgledu na poczatki i korice dowolnych
diagraméw.

Dowdéd. Analogicznie jak dla kategorii C'gr; nalezy pokazaé, ze kate-
goria Cgry jest zupelna ze wzgledu na produkty, koprodukty, ekwalizatory
i koekwalizatory.
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1. Produkty 1 koprodukty

Niech (X, D¢, pt)teT bedzie rodzing graféw pokolorowanych. Okreslam pro-
dukt (X, D, p) nastepujaco:

X = [yer Xt» D = Ueg Dt x {t}, p: D — Pow(X x X)
p((d,1)) := {((ze)ter(ve)ter) : (@4, 9t) € pi(d)}

Rodzine morfizméw (p;)ier okreslam jako rodzine par (prx ¢, up t)ieT
gdzie prx ¢, up s zdefiniowane jak w konstrukcji w kategorii C'gr;. Kopro-
dukt (X, D, p) tej rodziny okreslam w nastepujacy sposéb:

X = Uer Xe x {t}, D := [Lser D1,

p: D — Pow(X x X),

p((di)ier) := User{((z,1),(9:1)) : (2,9) € pe(di)}

Rodzing morfizméw u; ¢ 7 okreslamy jako rodzine par (ux s, Prp.t)ieT, gdzie
UX,t, PTDt,., Okreslone jak w punkcie 1. poprzedniego twierdzenia. 7
definicji relacji p wynika, ze kazda z par (prx ¢, up,:) (uxs, Prp,) jest (2)-
morfizmem.

2. Ekwalizatory i koekwalizatory

Okreslam zbiory:

Xg = 486X 0 dela) =ax(E )3 DE = -}%,
pE([]) := Naeg{(21,22) € Xg X X : (21,22) € p(d')},
e:=(ex,kp): ex : Xp—- X

jest zanurzeniem identycznosciowym, kp : D — RQE jest suriekcja kano-
niczna. Tak okreslone e jest (2)-morfizmem, bo

(z1,z2) € thog(kp(d)) = (21,22) € rhog([d]) =
(z1,22) € Xg X XE A (121,3:2) € P(d) = (ex(xl),ex(:cg)) € p(d).

Nalezy pokazacé, ze dla dowolnego grafu (X", D", p”) oraz (2)-morfiz-
mu h z (X”,D",p") do (X, D,p) spelniajacego warunek fh=gh istnieje
dokladnie jeden (2)-morfizm h’ z (X", D", p") do (XE, Dg, pg) taki, ze
nastepujacy diagram jest przemienny
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f
(XE"DESPE) 2 w (XjDap) 7 (X’,.D’,p’)

(XH DH pll)

Z warunkow fxhx = gxhx, hpgp = hp fp oraz z konstrukcji ekwalizatora
i koekwalizatora dla par (fx,9x), (fp,9p) wynika, ze istnieje dokladnie
jeden morfizm A’y : X" — Xg taki, ze exh’y = hx oraz dokladnie jeden
morfizm A, : Dg — D" taki, ze hlykp = hp.

Definiuje h’ jako pare (h'y, h;). Tak okreslone h’ jest (2)-morfizmem,
bo

(z1,22) € p"(hp([d])) = p"(hp Kp(d)) = p"(hp(d)) =
(hx(z1), hx(22)) € p(d) = (ex(hx(z1),ex(hx(z2))) € p(d) =
(R (z1), K (22)) € p(d).

Konstrukcja koekwalizatora jest nastepujaca:
definiuje graf (Xg, Dx, px) nastepujaco:

Dk :={de D': fp(d)=gp(d)}, Xk := Rx
Sk(d) := {([z1], [z2]) : (21,22) € rho'(d)}.

Morfizm k okreslam jako pare (kx,ep), gdme ep: Dg — D' jest zanurze-
niem identycznosciowym a ky : X' — X ot jest suriekcja kanonicz na. Tak
okreslone k jest (2)-morfizmem, gdyz

(z1,22) € p'(ep(d)) = (z1,22) € rho'(d) = ([21],[z2]) € pr(d).
Niech (X", D", p") bedzie dowolnym grafem pokolorowanym a h (2)-

morfizmem z (X', D', p’) do (X", D", p") spelniajacym warunek hf = hg.
Istnieje dokladnie jedna para (h'y, b)) spelniajaca warunki:

(a) hykx = hx,
(b) (Ax(kx(z)) = hx(z),

(C) (:‘Dh' = hD.
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k' := (hx,hp) jest (2)-morfizmem takim, ze diagram nastepujacy jest prze-
mienny:

(X,D,p) (X', D)

~ (Xk,Dk,pK)

(X”’ DH, pH)

([21], [22]) € pr(hp(d)) = pr(ephp(d)) = (21,22) € p'(hD(d)) =
(hx(21), hx(22)) € p"(d) = (Rx([21]), (Wx([22])) € p"(d)-

2. Zupelnosé kategorii Ga; gier abstrakcyjnych

Definicja

Monozestawem nazywamy dowolna piatke (A, X,Y,m, ) gdzie A, X,Y
sa zbiorami, A : AXx X — Y, 7 : Y — A s3 funkcjami spelniajacymi
warunek 7(A(a,z)) = a dla dowolnych z € X, a € A.

Definicja

Gra abstrakcyjna nazywamy siédemke (A, X,Y, D, 7, A, p), taka, ze
(A, XY,r,)\) jest monozestawem a (X, D, p) jest grafem pokolorowanym.
Oznaczam monozestaw (graf) utworzony z gry G przez U(G) (C(G)).

Definicja

Niech G i G’ beda dowolnymi grami abstrakcyjnymi. Morfizmem pier-
wszego rodzaju z gry G do gry G’ nazywamy czwérke ( fa, fx, fv, fp) gdzie
(fa, fx, fy) jest morfizmem monozestawéw z U(G) do U(G’) a (fx, fp) jest
(1) - morfizmem z C(G) do C(G’).

Jezeli f: G — G’ jest (1) - morfizmem to utworzony z niego morfizm
monozestawéw oznaczamy przez U(f), a morfizm graféw przez C(f).

Rozwazmy kategorie Ga,, ktorej obiektami sa gry abstrakcyjne a strzal-

kami (1) - morfizmy gier abstrakcyjnych.

Twierdzenie
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Kategoria Ga; jest zupelna ze wzgledu na poczatki i kofice dowolnych
diagramow.

Dowéd. Podobnie jak w poprzednich twierdzeniach wystarczy spraw-
dzi¢ zalozenia twierdzenia 3.6.9. [1] tzn. zupelno$é ze wzgledu na pro-
dukty, koprodukty, ekwalizatory i koekwalizatory. Zupeko$é kategorii Ga,
ze wzgledu na produkty i koprodukty wynika z pracy A. Wiweger [3].

1. Produkty i koprodukty

Produktem rodziny (Gi)ier = (Ai, Xt, Yy, Dty T1y Aty pt) jest gra abstrak-
cyjna (A, X,Y, D, 7, A, p), gdzie

A= HteTAt’ X = HteTXh Y = HteTYh D= HtGT Dy,
w: Y — A, n((yi)er) = m(9%), ¥t € Y4,

A: Ax X =Y, M((ar)er (ae)ier)) = M(ar,a),

p: D — Pow(X x X),

p((di)ier) = {((ze)teT), (z))teT) € X X X : (24, 7}) € pe(dy)}.

Koproduktem rodziny (G;):er jest gra postaci (A, X,Y, D, 7, A, p), gdzie
A = SieTAt, X = Sier Xy,
Y = SierY: + StuerT, t2u(Au X Xt), D = SierDy,
T:Y = A, w|,= 1, w1 |a,xx, = pri, 4 #1, u,t€T,
X AXX Y, Alaoxex =Ny Xe €T |axxe=1axx,, 8 F ¢,
p: D — Pow(X xX), plp:=pt, t€T.

2. Ewkalizatory i koekwalizatory

Konstrukcja ekwalizatora jest nastepujaca.

Morfizm e = (ex,ep), graf (Xg, Dg, pg) okreslamy jak w konstrukcji ek-
walizatora dla graféw pokolorowanych, natomiast ey, e, Yg, Ag okreslamy
w nastepujacy sposob, korzystajac z konstrukeji ekwalizatora w kategorii
monozestawow tzn.: '

Xg:= {z€X: fx(z)=px(2)} C X,
Ag := {a € A: fa(a) = ga(a)} C A,
Yp:={yeY: fr(y)=9v(y)} CY,
Dg:= {d€ D: fp(d)=gp(d)} C D,
- Ag: Yg — Ag, mg(y) = 7(y),

. ; '

¥ o
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pE: Dg — Pow(XEg X Xg), pe(d):=p(d)n Xg x Xg,
ex,€eA,ey,ep - identycznoSciowe zanurzenia

W celu zdefiniowania koekwalizatora wprowadzamy oznaczenia i defini-
ujemy nastepujace zbiory oraz relacje: R4, Rx, Ry, Rp najmniejsze relacje
rownowaznosci generowane odpowiednio przez zbiory

{(fa(a),ga(a)): a € A}, {(fx(z),9x(2)): z € X},
{(fr(v),ov(v)): yeY}, {(fp(d),gp(y)): d € D},

v - najmniejsza relacja rownowaznosci zawierajaca Ry oraz zbiory

H':= {(N(b,z),X(b,2")) : (z,2') € Rx, be A"},
H" := {(N(b,z), N(V',2)): (b,b') € Ry, x € X'},

Definiuje gre Gk = (Ak, Xk, Yk, Dk, Tk, Ak, pK) gdzie

. i ! P . i — D
Ag = fracA'Rx, Xk := R Yo = R Dy 2= Ry

Ak Ak X Xk — Yk, Ak([a],[z]) := N (a,2)

Tk : Yk — Ak, 7k([y]) := [p'(y)]

pk : Dk — Pow(Xk X Xk), pk([d]) := Upepg(r’ x 7')(p'(d")).
Definiuje morfizm k¥ : G' — Gk jako czwérke (ka,kx,ky,kp), gdzie
ka,kx,ky,kp sa suriekcjami kanonicznymi. k jest (1) - morfizmem gier,
bo (kx,kp) jest (1) - morfizmem graféw pokolorowanych C(G’), C(Gk).

Z konstrukcji koekwalizatora w kategorii C'gry oraz w kategorii monozesta-
wow ([2]) wynika, ze gra Gk oraz morfizm k jest koekwalizatorem f i g.

Whniosek
Z, konstrukcji ekwalizatora i koekwalizatora wynikaja wzory:

eQG’al(fv g) == (GQ(fA,gA)a eq(stgY)s GQ(fD,gY)a eq(fX»yX))
coeqga, (f,9) = (coeq(fa,g4), coeq( fy, gy ), coeq( fp, gy ), coeq( fx,9x)).
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On the completion of some categories of coloured graphs and
abstract games.

Elzbieta Rychlik
Abstract

The category Ga; of abstract games has been defind by A. Wiweger
in [3]. In this paper we shall show that the category Ga, is complete. The
constructions of products, coproducts, equalizers and coequalizers in the
category Ga; and in some categories of coloured graphs are described.

O zupelnosci pewnych kategorii grafé6w pokolorowanych i gier
abstrakcyjnych.

Elzbieta Rychlik
Streszczenie

Kategoria Ga; gier abstrakcyjnych zostala zdefiniowana przez A. Wi-
wegera w pracy [3]. W tej pracy pokazano, ze kategoria ta jest zupema.
Opisano konstrukcji produktéw, koproduktéw, ekwalizatoréw i koekwaliza-
toréw w kategorii Ga; oraz w pewnych kategoriach graféw pokolorowanych.



