
Roman Pluta 

Topologia sieci z o onych* 

Sieci z o one zawarte s  w wielu systemach naturalnych i spo ecznych. Cho  trady-

cyjnie systemy te by y modelowane z u yciem teorii grafów losowych, coraz powszech-

niej przyznaje si , e topologia i ewolucja rzeczywistych sieci podlega okre lonej zasa-

dzie organizacyjnej i nie jest losowa. Poni ej przedstawi  podstawowe wyniki badawcze 

w zakresie z o onych sieci uzyskane dzi ki statystycznej mechanice sieci z o onych. 

Model sieci z o onej opisuje szerok  gam  systemów o wielkiej wadze technolo-

gicznej i intelektualnej. Komórk  organiczn  ujmuje si  jako z o on  sie  pierwiastków 

chemicznych powi zanych reakcjami chemicznymi. Internet jest z o on  sieci  kompu-

terów powi zanych ró nymi fizycznymi czami. Pogl dy rozprzestrzeniaj  si  w sieci 

spo ecznej – jej w z ami s  ludzie po czeni rozmaitymi wi ziami spo ecznymi. World 

Wide Web jest ogromn  wirtualn  sieci  witryn z czonych hiperlinkami. 

Okazuje si , e wiat jest tak naprawd  sieci . Uznanie wagi tej konstatacji sta o si  

impulsem do przy pieszenia bada  nad mechanizmami, które determinuj  topologi  sieci 

z o onych. Szczególne rezultaty zosta y osi gni te na tym polu przez fizyków, którzy 

wcze niej rozwin li bogaty arsena  skutecznych narz dzi badawczych s u cych przewi-

dywaniu zachowania systemu jako ca o ci na podstawie interakcji jego elementów sk a-

dowych. Wiele modeli analizowanych w mechanice statystycznej sta o si  wr cz ideal-

nym punktem wyj cia dla bada  nad sieciami. W efekcie powsta  inspiruj cy projekt 

badawczy, swego rodzaju „fizyka spo eczna”. 

Teoria grafu losowego 

Studia nad sieciami by y pocz tkowo tradycyjnym przedmiotem teorii grafów. W ka-

tegoriach matematycznych sie  jest reprezentowana przez graf. Graf jest zbiorem par 

G = {P,E}, gdzie P jest zbiorem N w z ów i E zbiorem kraw dzi, z których ka da czy 
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dwa w z y nale ce do P. Graf jest przedstawiany zwykle jako zbiór punktów i linii 

odpowiadaj cych w z om i kraw dziom sieci. Dwa punkty s  po czone lini , je li 

w sieci odpowiednie w z y s  z czone kraw dzi . 

Szczególnie bogatym ród em wyników badawczych by y studia nad grafami loso-

wymi, w których kraw dzie rozmieszczone s  przypadkowo. Znaczenie teorii grafów lo-

sowych zwi zane jest z faktem, e sieci o z o onej topologii zwykle pocz tkowo wydaj  

si  losowe. Model ten przez wiele dziesi cioleci dominowa  w badaniach nad sieciami. 

Konstrukcja grafu losowego cz sto nazywana jest ewolucj . Rozpoczyna si  od zbio-

ru N izolowanych w z ów i graf jest rozwijany poprzez sukcesywne dodawanie losowo 

wybranych kraw dzi. Grafy otrzymane w kolejnych etapach tego procesu odpowiadaj  

coraz wi kszemu prawdopodobie stwu po cze . Zwie czeniem ewolucji jest graf z ma-

ksymaln  liczb  kraw dzi (prawdopodobie stwo po cze  wynosi wtedy 1). 

Podstawowym celem teorii grafu losowego jest okre lenie prawdopodobie stwa p 

po czenia w z ów, przy którym pojawi si  dana w a ciwo  grafu (na przyk ad drzewa, 

trójk ty czy cykle). Okazuje si , e bardzo wiele wa nych cech grafu powstaje zupe nie 

nagle – tzn. przy okre lonym prawdopodobie stwie po cze  albo prawie ka dy graf po-

siada dan  cech , albo prawie aden. Przej cie od braku w a ciwo ci do jej posiadania 

jest zwykle skokowe i dla wielu w a ciwo ci zale y od prawdopodobie stwa krytyczne-

go pc~N z, gdzie z zmienia si  od -  do 0. Zmieniaj c z, mo na obserwowa  ewolucj  

grafu (patrz rys. 1). 

 
Rys. 1. Poziomy prawdopodobie stwa pojawienia si  podgrafów w grafie losowym1 

Otó  pocz tkowo (z < –3/2) prawie wszystkie wygenerowane grafy zawieraj  jedynie 

odizolowane w z y i kraw dzie. Kiedy z = –3/2, w grafie pojawiaj  si  drzewa, które 

wraz z dalszym wzrostem z maj  coraz wy szy stopie . Dopiero, gdy z = –1 pomi dzy 

w z ami tworz  si  cykle. W ko cu, pocz wszy od z = –2/3, powstaj  grafy pe ne. 

Topologi  grafu mo na mierzy . W tym celu stosuje si  trzy podstawowe miary: roz-

k ad stopni w z ów P(k), d ugo  redniej cie ki L, wspó czynnik spójno ci C. 

W najprostszym przypadku ka dy w ze  ma pewn  liczb  k kraw dzi cz cych go 

z k innymi w z ami. Liczb  kraw dzi w z a nazywa si  jego stopniem. Przeci tna ze 

stopni wszystkich w z ów jest rednim stopniem [k] grafu i w przypadku grafu loso-

wego [k] = pN. Zwykle w z y maj  ró ne stopnie. Owo zró nicowanie jest charaktery-

zowane przez funkcj  rozk adu stopni w z ów P(k), która okre la prawdopodobie stwo, 

                         
1 G. Bianconi, A.-L. Barabasi, Competition and multiscaling in evolving networks, „Europhysics Letters”, 54 

(4), 15 may 2001, p. 439. 
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e przypadkowo wybrany w ze  ma dok adnie k kraw dzi. Okaza o si , e prawdopodo-

bie stwo to w grafie losowym podlega rozk adowi Poissona, P(k) =  e-[k][k]k/k!. 

Dystans pomi dzy dwoma w z ami jest definiowany jako liczba kraw dzi sk adaj -

cych si  na najkrótsz  cie k  cz c  te w z y. rednia cie ka L grafu jest przeci tnym 

dystansem obliczonym z dystansów wszystkich par w z ów. D ugo  redniej cie ki L 

grafu losowego ro nie wraz z jego rozmiarem i jest proporcjonalna do lnN/ln[k]. 

Za ó my, e wybrany w ze  ma k kraw dzi cz cych go z k innymi w z ami. Je eli 

teraz owe s siednie w z y by yby powi zane ze sob  na zasadzie ka dy z ka dym, to po-

mi dzy nimi powinno by  maksymalnie cznie k(k-1)/2 kraw dzi. Iloraz liczby kraw -

dzi faktycznie istniej cych mi dzy tymi w z ami i maksymalnej liczby kraw dzi daje 

nam wielko  wspó czynnika spójno ci cechuj cego wybrany w ze . rednia wspó -

czynników spójno ci wszystkich w z ów jest wspó czynnikiem spójno ci C ca ego gra-

fu. W grafie losowym wspó czynnik spójno ci C = [k]/N) = p. 

Paradygmat nielosowy 

Jednak e rosn ce znaczenie kompleksowych systemów sk oni o wielu badaczy do 

ponownego rozwa enia losowego paradygmatu modelowania i w konsekwencji zadania 

sobie prostego pytania: czy rzeczywiste sieci kryj ce si  w ró nego rodzaju systemach s  

istotnie losowe? Wst pna intuicja podpowiada a bowiem, e systemy te charakteryzuj  

si  pewn  zasad  organizacyjn , która musi by  zakodowana na jakim  poziomie ich to-

pologii. Je li jednak topologia takich sieci naprawd  ró ni si  od topologii grafu loso-

wego, nale a o rozwin  koncepcje niezb dne dla uchwycenia ich ca o ciowej specyfiki. 

W ci gu kilku ostatnich lat dokonano niezwyk ego post pu w tym kierunku. Po 

pierwsze, komputeryzacja przetwarzania informacji doprowadzi a do powstania obszer-

nych baz danych dotycz cych ró nych rzeczywistych sieci. Po drugie, wzrost mocy ob-

liczeniowej komputerów umo liwi  realizacj  bada  sieci zawieraj cych miliony w z ów 

i stawianie pyta  wcze niej uznawanych za niemo liwe do pomy lenia. Po trzecie, prze-

kraczanie dotychczasowych barier pomi dzy poszczególnymi dyscyplinami nauki otwo-

rzy o badaczom dost p do ró nych baz danych pozwalaj c odkry  typowe w a ciwo ci 

w ró norodnych sieciach. W takich okoliczno ciach zrozumienie sieci jako topologii 

interakcji pomi dzy jej komponentami by o tylko kwesti  czasu. W ród wielu koncepcji, 

które powsta y w ci gu tych kilku ostatnich lat, trzy zajmuj  wyj tkowe miejsce w my -

leniu o sieciach z o onych: koncepcja ma ego wiata, koncepcja klastrów i koncepcja 

sieci bezskalowej. 

Koncepcja ma ego wiata opisuje podstawowy fakt, e, pomimo rozleg o ci sieci, 

pomi dzy jej dwoma dowolnymi w z ami istnieje wzgl dnie krótki dystans. Najbardziej 

znan  manifestacj  tej koncepcji jest odkrycie tzw. separacji sze ciostopniowej. Zgodnie 

z ni  cie ka kontaktu spo ecznego dowolnej pary nieznaj cych si  bezpo rednio miesz-

ka ców Stanów Zjednoczonych ma typow  d ugo , wynosz c  oko o sze ciu znajo-

mych. Owa ma o wiatowo  jest charakterystyczna dla wielu z o onych sieci – na przy-

k ad dowolni aktorzy w Hollywood mog  nawi za  ze sob  kontakt za po rednictwem 

trzech innych aktorów. 

Drug  istotn  koncepcj  jest koncepcja klastrów, czyli kr gów kontaktów, w ramach 

których ka dy cz onek danego kr gu zna innych jego cz onków. Ta wewn trzna tenden-
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cja do tworzenia kr gów znajomo ci jest mierzona za pomoc  wspó czynnika spójno ci 

C. Jest rzecz  godn  uwagi, e w grafie losowym wspó czynnik spójno ci jest równy 

prawdopodobie stwu po czenia, natomiast w rzeczywistych sieciach zwykle wspó -

czynnik ten jest wielokrotnie wi kszy. 

Trzeci  koncepcj  jest koncepcja sieci bezskalowej. Jej ród em jest konstatacja, i  

nie wszystkie w z y sieci maj  t  sam  liczb  kraw dzi (stopie ). Poniewa  w grafie lo-

sowym kraw dzie s  rozmieszczone przypadkowo, wi kszo  jego w z ów ma w przy-

bli eniu taki sam stopie  bliski redniemu stopniowi [k] sieci, a rozk ad stopni w z ów 

jest rozk adem Poissona. Natomiast w wi kszo ci sieci rozk ad stopni jest pot gowy: 

P(k) ~ k
-

. Rozk ad ten jest wi c niezale ny od skali sieci mierzonej liczb  jej w z ów, 

jest zatem bezskalowy. 

Powy sze ustalenia o ywi y badania bardzo z o onych sieci w celu zrozumienia 

ró norodnych systemów realnych, pocz wszy od sieci komunikacyjnych, poprzez sieci 

wspó pracy, a sko czywszy na metabolicznych. 

W sieci www w z ami s  dokumenty (strony), a kraw dziami hiperlinki cz ce te 

dokumenty. Wielokrotne badania wykaza y, e rozk ad stopni P(k) jest rozk adem pot -

gowym z wyk adnikiem  zawartym w przedziale 2,1–2,8. Mimo ogromnej liczby 

w z ów sie  www objawia w a ciwo ci ma o wiatowe – d ugo  jej redniej cie ki L 

wynosi oko o 19. Natomiast wspó czynnik spójno ci C obliczony dla podsieci z o onej 

z blisko 260 000 w z ów wyniós  0,11. Porównywalny graf losowy ma ten wspó czynnik 

pi set razy mniejszy, C = 0,0002. 

Internet jest sieci  fizycznych po cze  pomi dzy komputerami. Rozk ad stopni jego 

w z ów okazuje si  rozk adem pot gowym o wyk adniku w przedziale 2,1–2,5. Wspó -

czynnik spójno ci plasuje si  w granicach 0,2–0,3. Dla porównania w przypadku grafu 

losowego o podobnych rozmiarach C = 0,001. D ugo  redniej cie ki na poziomie do-

men internetowych osi ga 3,8, a na poziomie ruterów oko o 9, co wskazuje na ma o-

wiatow  w a ciwo  internetu. 

W sieci wspó pracy aktorów Hollywood w z ami s  aktorzy i dwa w z y maj  

wspóln  kraw d , je li odpowiedni aktorzy grali razem w jakim  filmie. D ugo  red-

niej cie ki sieci aktorskiej L = 3,6 i jest porównywalna z d ugo ci  cie ki odpo-

wiedniego grafu losowego. Wspó czynnik C = 0,8 (w grafie losowym 0,0003). Rozk ad 

stopni w z ów jest tu równie  pot gowy (  = 2,3). 

W z ami w sieciach metabolicznych komórek organicznych s  substraty, a kraw -

dzie reprezentuj  reakcje chemiczne, w których owe substraty uczestnicz . Rozk ad 

stopni przebiega wyk adniczo (wyk adnik pomi dzy 2,0 i 2,4) we wszystkich przeba-

danych dot d organizmach. D ugo  cie ki jest w tych organizmach zbli ona, wahaj c 

si  wokó  poziomu 3,3. 

Analogiczne badania empiryczne przeprowadzono nad innymi sieciami: kontaktów 

seksualnych, a cuchów pokarmowych, neuronów, rozmów telefonicznych, cytatów w pub-

likacjach naukowych, wspó pracy naukowej, wspó wyst powania s ów, stacji energe-

tycznych. Ich wyniki by y zgodne z powy szymi ustaleniami – niewielka d ugo  red-

niej cie ki, wysoki wspó czynnik spójno ci i pot gowy rozk ad stopni w z ów. 

Odkryte w asno ci topologiczne rzeczywistych sieci potwierdzi y wcze niejsze intu-

icje badawcze i zapocz tkowa y wiele bada  zmierzaj cych do zrozumienia mechaniz-

mu ma o wiatowego i bezskalowego. 
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Sie  ma o wiatowa 

Koncepcja sieci ma o wiatowej jest owocem modelowania systemów spo ecznych. 

W systemach tych ludzie zazwyczaj obcuj  ze swymi bezpo rednimi s siadami z tej sa-

mej ulicy, kolegami z pracy czy osobami znajomymi. Jednak e ka dy ma gdzie  bardzo 

daleko kogo , z kim kontaktuje si  do  rzadko w sprawach niezwyk ej wagi. Model ma-

o wiatowy otrzymuje si  zgodnie z nast puj cym algorytmem: 

1. punktem wyj cia jest graf regularny, czyli okr g z o ony z N w z ów, ka dy 

w ze  jest po czony ze swymi pierwszymi k s siadami (po k/2 z ka dej strony), 

2. nast pnie z okre lonym prawdopodobie stwem p losowo reorientuje si  istnie-

j ce kraw dzie, wykluczaj c dublowanie i p tle. 

Powy szy proces prowadzi do powstania d ugozasi gowych kraw dzi (kraw dzie 

krótkie istniej  ju  w punkcie wyj cia), które cz  w z y nale ce do odseparowanych 

dot d fragmentów grafu. Zmieniaj c prawdopodobie stwo reorientacji, mo na obserwo-

wa  przej cie od grafu regularnego (p = 0) do losowego (p = 1). 

W przypadku grafu regularnego d ugo  redniej cie ki wynosi L = N/2k, za  

wspó czynnik spójno ci C = 3(k-2)/4(k-1). D ugo  cie ki zmienia si  wraz z rozmia-

rem sieci, natomiast wspó czynnik przy du ym k d y do ¾ i mo na go uzna  za wysoki. 

W grafie losowym cie ka L jest proporcjonalna do lnN/ln[k], a wspó czynnik C wynosi 

[k]/N. W konsekwencji wraz z rosn cym rozmiarem tego grafu rednia cie ka wyd u a 

si  i wspó czynnik spójno ci spada. 

Powy sze przypadki graniczne mog  sugerowa , e wysoki wspó czynnik spójno ci 

jest zawsze zwi zany z d ug  redni  cie k , a niski wspó czynnik z krótk  cie k . 

Okazuje si  jednak, e istnieje pewien obszar prawdopodobie stwa, w którym cie ka 

jest krótka i wspó czynnik jest wysoki (patrz rys. 2). 

 
Rys. 2. D ugo  redniej cie ki L(p) i wspó czynnik spójno ci C(p) w modelu ma o wiatowym2 

Taka konfiguracja zwi zana jest z szybkim skracaniem cie ki dla pewnego obszaru 

ma ych warto ci prawdopodobie stwa przy czenia (wokó  p = 0,01), podczas gdy wiel-

ko  wspó czynnika spójno ci pozostaje w tym obszarze prawie niezmienna.3 Zmniej-

                         
2 S.H. Yook, H. Jeong, A.-L. Barabasi, Y. Tu, Weighted Evolving Networks, „Physical Review Letters”, Vo-

lume 86, Number 25, 18 june 2002, pp. 5836–5837. 
3 S.H. Strogatz, Exploring complex networks, „Nature”, Volume 410, 8 march 2001, p. 273. 



Roman Pluta 

 

60

szenie d ugo ci cie ki jest skutkiem wzrostu udzia u kraw dzi przeorientowanych 

w grafie regularnym, kraw dzi b d cych skrótami pomi dzy w z ami, a wi c bezpo-

rednio cz cych w z y dot d po czone tylko po rednio. Ka dy losowo utworzony 

skrót (zwany tak e mostem) czy wyra nie dot d odseparowane cz ci grafu i w efekcie 

znacz co wp ywa na charakterystyczn  d ugo  redniej cie ki. Na rys. 2 wida  wyra -

nie, e wzgl dnie niewielka liczba tych skrótów (p = 0,01 oznacza, e tylko 1% kraw -

dzi jest przeorientowany) wystarcza do drastycznego obni enia d ugo ci cie ki.4 Bada-

nia ujawni y te , e proces skracania redniej cie ki nie rozpocznie si  dopóty, dopóki 

prawdopodobie stwo czenia nie zrówna si  z prawdopodobie stwem granicznym wy-

nosz cym 2/N[k]. Ostatecznie sie  ma o wiatowa cechuje si  jednocze nie krótk  red-

ni  cie k  i wysokim wspó czynnikiem spójno ci. 

Sie  bezskalowa 

Dane empiryczne ujawniaj , e wiele du ych sieci to sieci bezskalowe. Rozk ad ich 

stopni w z ów jest zgodny z rozk adem pot gowym. Ani model sieci losowej, ani model 

sieci ma o wiatowej nie pozwalaj  na uzyskanie takiego rozk adu. Pojawia si  pytanie: 

jaki mechanizm odpowiada za powstanie bezskalowo ci? Okazuje si , e odpowiedzial-

ne s  jednocze nie dwa mechanizmy. 

Po pierwsze, dotychczasowe modele sieci rozpoczyna y od sta ej liczby N w z ów, 

które nast pnie by y losowo czone bez modyfikacji ilo ci w z ów. Natomiast wi k-

szo  rzeczywistych sieci dotyczy systemów otwartych, które rosn  drog  nieustannego 

do czania nowych w z ów. 

Po drugie, analizowane dot d modele sieci przyjmowa y, e prawdopodobie stwo 

po czenia w z ów jest niezale ne od ich stopnia – nowe kraw dzie rozmieszczane s  

losowo z jednakowym prawdopodobie stwem. Jednak wi kszo  realnych sieci charak-

teryzuje si  preferencyjnym przy czaniem – prawdopodobie stwo po czenia z w z em 

jest proporcjonalne do stopnia tego w z a. 

Te dwie w a ciwo ci rzeczywistych sieci, wzrost rozmiarów i preferencyjne przy-

czanie sta y si  inspiracj  do zbudowania modelu, który po raz pierwszy umo liwi  

wygenerowanie modelu sieci o pot gowym rozk adzie stopni w z ów. Algorytm jest 

nast puj cy: 

1. Wzrost: proces rozpoczyna si  od ma ej liczby m w z ów i w ka dym kroku jest 

do czany nowy w ze , który ma m kraw dzi cz cych go z m ró nymi w z ami 

ju  obecnymi w sieci. 

2. Preferencyjne przy czanie: po wyborze w z ów, z którymi czy si  nowy w -

ze , przyjmuje si , e prawdopodobie stwo po czenia zale y od stopnia wybra-

nych w z ów. 

Symulacje numeryczne wskazuj , e taka sie  ewoluuje do stanu o niezmiennej skali 

z prawdopodobie stwem, i  w ze  ma k kraw dzi podlegaj cym rozk adowi pot gowe-

mu, P(k)=k-3. Powy szy model sugeruje, e wzrost rozmiarów i preferencyjne przy cza-

nie mog  gra  wa n  rol  w rozwoju sieci.5 

                         
4 R. Albert, A.-L. Barabasi, op. cit., p. 56. 
5 Ibidem, p. 68. 
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Pojawia si  jednak problem, czy powy sze warunki s  konieczne dla powstania roz-

k adu pot gowego stopni w z ów? Dla uzyskania odpowiedzi na to pytanie przebadano 

dwa skrajne modele. Model A uciele nia tylko wzrostowy charakter sieci z wyelimi-

nowaniem preferencyjnego przy czania. W modelu tym uzyskano rozk ad P(k) ~ e-k/m. 

Wyk adniczy charakter tego rozk adu wskazuje, e brak preferencyjnego przy czania 

prowadzi do zaniku bezskalowo ci sieci. Model B usuwa proces wzrostu zachowuj c 

preferencyjne przy czanie. Przeprowadzone na modelu symulacje ujawni y, e rozk ad 

stopni nie jest stacjonarny i zmienia si  z pocz tkowego rozk adu pot gowego na roz-

k ad normalny. Rezultaty uzyskane dzi ki modelom A i B dowodz , e wzrost i prefe-

rencyjne przy czanie s  jednocze nie konieczne, by pojawi  si  stacjonarny rozk ad 

pot gowy stopni w z ów obserwowany w realnych sieciach.6 

 
Rys. 3. Skumulowane preferencyjne przy czanie w (a) sieci cytatów, (b) internecie, (c) sieci wspó pracy 

naukowej, (d) sieci wspó pracy aktorskiej. Liniowo preferencyjne przy czanie jest zaznaczone lini  

przerywan , brak przy czania preferencyjnego lini  ci g 7 

W celu empirycznego okre lenia funkcyjnej postaci rozk adu przebadano sie  cyta-

tów, sie  internetow , sie  wspó pracy naukowej i sie  wspó pracy aktorskiej. Otrzy-

mane wyniki potwierdzaj  istnienie w tych sieciach preferencyjnego przy czania (patrz 

rys. 3) i w ka dym przypadku rozk ad stopni w z ów by  generalnie rozk adem pot -

gowym. Podobnie obserwowany wzrost tych sieci da  w rezultacie zwi kszenie rednie-

go stopnia sieci oraz pot gowy rozk ad stopni. 

Sie  ewolucyjna 

Wy ej przedstawiony model jest najprostszym, swego rodzaju klasycznym, wyj cio-

wym modelem bezskalowym, który uchwyci  mechanizm odpowiedzialny za pot gowy 

rozk ad stopni. W porównaniu do realnych sieci ma on jednak ewidentne ograniczenia: 

generuje rozk ad pot gowy stopni o sta ym wyk adniku, podczas gdy wyk adnik zmie-

                         
6 Ibidem, p. 77. 
7 D.S. Callaway, M.E.J. Newman, S.H. Strogatz, D.J. Watts, Network robustness and fragility: Percolation on 

random graphs, www:arXiv:cond-mat\0007300 v2 19 oct 2000, p. 3. 



Roman Pluta 

 

62

rzony dla rzeczywistych sieci zmienia si . Ponadto rozk ad stopni niektórych sieci mo e 

mie  posta  wyk adnicz . 

Owa niezgodno  pomi dzy modelem i rzeczywisto ci  doprowadzi a do postawie-

nia wielu podstawowych pyta  dotycz cych ewolucji sieci: Jak mo na zmieni  zakres 

wyk adnika? Czy istnieje pewna uniwersalno  podobna do tej, któr  mo na zaobser-

wowa  w krytycznych zjawiskach charakteryzowanych jednym wyk adnikiem? Jak ró -

norodne lokalne procesy zachodz ce w realnych sieciach wp ywaj  na ich topologi ? 

Chocia  obecnie poszukuje si  odpowiedzi na te pytania, pewne rezultaty ju  zas uguj  

na prezentacj . 

Podstawow  sk adow  wszystkich modeli maj cych na celu generowanie sieci bez-

skalowych jest przy czanie preferencyjne zak adaj ce, e prawdopodobie stwo uzys-

kania nowej kraw dzi ro nie wraz ze stopniem w z a. Wcze niej analizowany klasyczny 

model wyj ciowy przyjmuje, e preferencyjne prawdopodobie stwo (k) przy czenia 

do w z a jest proporcjonalne do stopnia k w z a, czyli jego posta  funkcyjna jest line-

arna wzgl dem k. 

Funkcyjna forma (k) mo e by  okre lona tylko dla sieci, w przypadku której jest 

znany moment wej cia ka dego w z a do sieci. Tego rodzaju dynamiczne dane s  

dost pne dla sieci wspó pracy naukowej, cytatów w publikacjach, wspó pracy aktorskiej 

oraz domen internetu. Wyniki przeprowadzonych bada  potwierdzaj  istnienie w tych 

sieciach preferencyjnego przy czania. Co wi cej, okaza o si , e w ka dym przypadku 

prawdopodobie stwo przy czania podlega o rozk adowi pot gowemu (k) ~ k . W kil-

ku przypadkach (internet, sie  cytatów) wyk adnik wynosi  1, czyli rozk ad by  liniowy 

wzgl dem k. Dla pozosta ych sieci wyk adnik waha  si  wokó  0,8, wykazuj c tym sa-

mym zale no  sublinearn . Przeprowadzone obliczenia dla ró nych warto ci wyk ad-

nika pozwoli y wyodr bni  dwie nieliniowe fazy: sublinearn  (  < 1) i superlinearn  

(  > 1). W obu przypadkach okaza o si , e nieliniowe przy czanie preferencyjne li-

kwiduje bezskalow  natur  sieci.8 Tylko w tym przypadku, kiedy preferencyjne przy-

czanie jest liniowe (  = 1), topologia sieci okazywa a si  bezskalow , jej rozk ad stop-

ni by  pot gowy P(k) ~ k- , przy czym wyk adnik  funkcji rozk adu zmienia  si  po-

mi dzy 2 i . 

Inn  ogóln  cech  preferencyjnego przy czania w realnych sieciach jest fakt, e 

(0)  0, tzn. prawdopodobie stwo przy czenia nowego w z a do w z a pozbawionego 

kraw dzi (izolowanego) nie jest zerowe. Innymi s owy, w z y w sieciach posiadaj  

wst pn  atrakcyjno  niezale n  od liczby kraw dzi. Tym samym w rzeczywistych sie-

ciach ka dy w ze  ma okre lon  szans  przy czenia nawet wtedy, kiedy na starcie nie 

ma adnej kraw dzi. Nawet ca kowicie odizolowany w ze  zostanie kiedy  odkryty. Wy-

konane obliczenia dla sieci z prawdopodobie stwem przy czania proporcjonalnym do 

sumy pocz tkowej atrakcyjno ci i liczby kraw dzi ujawni y, e rozk ad stopni zachowu-

je pot gowy charakter. Zatem pocz tkowa atrakcyjno  w z ów nie niszczy bezskalowej 

natury sieci. 

W klasycznym modelu bezskalowym liczba w z ów i kraw dzi ro nie liniowo w cza-

sie i w konsekwencji redni stopie  sieci jest sta y. Zdolno  sieci do wzrostu jest 

potwierdzana przez niedawne pomiary. Na przyk ad, redni stopie  internetu w ci gu 

1998 roku wzrós  z 3,4 do 4,0. Wzrost zanotowano równie  w sieci wspó pracy nau-

                         
8 D.J. Watts, S.H. Strogatz, Collective dynamics of „small-world” networks, „Nature”, Volume 393, 4 june 

1998, p. 440. 
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kowej czy sieci matabolizmu komórkowego. Wzrost redniego stopnia sieci wskazuje, 

e w wielu rzeczywistych systemach liczba kraw dzi zwi ksza si  szybciej ni  liczba 

w z ów – co jest potwierdzeniem obecno ci zjawiska zwanego przy pieszonym wzros-

tem. Modele symuluj ce przy pieszony wzrost pokaza y, e zjawisko to nie zmienia 

bezskalowej natury rozk adu stopni. Modyfikuje jedynie wyk adnik tego rozk adu lub 

prowadzi do pojawienia si  odr bnych rozk adów o ró nych poziomach wyk adników. 

Klasyczny model wyj ciowy uwzgl dnia tylko jeden mechanizm wzrostu sieci: 

dodanie nowych w z ów przy czanych do w z ów ju  obecnych w sieci. Jednak w rze-

czywistych systemach szereg lokalnych wydarze  kszta tuje ewolucj  sieci. Ka da lokal-

na zmiana w topologii sieci mo e by  uzyskana poprzez kombinacj  czterech elemen-

tarnych procesów: dodanie lub usuni cie w z a i dodanie lub usuni cie kraw dzi. 

Powsta o wiele modeli pozwalaj cych na numeryczn  symulacj  skutków tych ele-

mentarnych zmian. Generalnie rzecz ujmuj c, pojawiaj  si  wtedy dwa rozk ady stopni 

w zale no ci od tego, czy prawdopodobie stwo reorientacji kraw dzi jest powy ej czy 

poni ej wielko ci krytycznej. Tylko w przypadku podkrytycznym rozk ad stopni w z ów 

jest zgodny z rozk adem pot gowym. W przeciwnym razie (ponadkrytycznym) P(k) 

przyjmuje posta  wyk adnicz .9 

W wielu realnych sieciach w z y charakteryzuj  si  sko czonym czasem ycia (na 

przyk ad w sieciach spo ecznych) lub kraw dzie maj  sko czon  wydajno  (rutery in-

ternetowe czy w z y sieci elektrycznej). Nierzadko w sieciach istniej  ograniczenia li-

mituj ce dodawanie nowych kraw dzi. Przyk adowo, aktorzy dysponuj  sko czonym 

okresem aktywno ci, w którym s  w stanie kolekcjonowa  nowe kontakty. Natomiast 

sie  elektryczna stawia ograniczenia w liczbie kraw dzi przy czonych do poszczegól-

nego w z a wynikaj ce z powodów ekonomicznych i technicznych. Powsta y zatem mo-

dele uwzgl dniaj ce tego rodzaju ograniczenia czasowe, kosztowe lub wydajno ciowe. 

Symulacje numeryczne przeprowadzone w tych modelach wykaza y, e dla ma ych k 

rozk ad stopni nadal podlega  funkcji pot gowej. 

W klasycznym modelu pot gowym wszystkie w z y zwi kszaj  swój stopie  w tym 

samym tempie. W konsekwencji najstarsze w z y maj  najwi cej kraw dzi, poniewa  

maj  najwi cej czasu na ich akumulacj . Jest jednak wiele przyk adów wskazuj cych na 

to, e w realnych sieciach stopie  w z ów i tempo wzrostu nie zale y tylko od wieku. 

Sieci te cechuje pewna konkurencyjno  polegaj ca na tym, e ka dy w ze  ma wew-

n trzn  zdolno  zdobycia kraw dzi kosztem innych w z ów. Zaproponowano modele, 

w których prawdopodobie stwo przy czania kraw dzi jest proporcjonalne do stopnia 

w z a oraz jego sprawno ci konkurencyjnej. Taka konstrukcja preferencyjnego przy -

czania zapewnia, e wzgl dnie m ody w ze  z nielicznymi kraw dziami mo e je zdoby  

w szybkim tempie, je li charakteryzuje si  du  sprawno ci . Rozk ad stopni w mode-

lach sprawno ciowych zachowuje uogólniony pot gowy charakter.10 

Obecnie panuje powszechna zgoda, e w z y silnie powi zane z innymi w z ami 

maj  wi ksz  szans  zdobycia nowych kraw dzi ni  w z y powi zane s abiej. Wyj cio-

wy model bezskalowy uwzgl dni  ten fakt, wprowadzaj c ex definitione preferencyjne 

przy czanie. Jakie jednak s  przyczyny powstania preferencyjnego przy czania? Na to 

                         
9 A.-L. Barabasi, R. Albert, H. Jeong, Mean-field theory for scale-free random networks, „Physica” A, 272 

(1999), pp. 182–185. 
10 M.E.J. Newman, Clustering and preferential attachment in growing networks,  

www:arXiv:cond-mat\0104209 v1 11 Apr 2001, pp. 9–10. 
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pytanie nie ma ogólnej odpowiedzi. Natomiast umacnia si  przekonanie, e mechanizm 

rodz cy preferencyjno  jest zale ny od szczególnych uwarunkowa  danego systemu. 

Pojawi y si  te  modele rzucaj ce nieco wiat a na ten problem. Ich istota sprowadza si  

do za o enia, e chocia  preferencyjne przy czanie nie jest wprowadzone explicite, me-

chanizmy zastosowane do umiejscowienia w z ów i kraw dzi doprowadzaj  w efekcie 

do jego pojawienia si . Ró norodno  przedstawianych propozycji ukazuje szerok  ga-

m  lokalnych mechanizmów, które mog  wp ywa  na ewolucj  rosn cych sieci i gene-

rowa  topologie bezskalowe. 

Jedn  z takich propozycji jest model kopiowania uwzgl dniaj cy mechanizm ujaw-

niony w sieci www. Zgodnie z tym mechanizmem nowa strona po wi cona okre lonemu 

tematowi kopiuje linki ze stron ju  istniej cych i dotycz cych tego samego tematu. W mo-

delu zjawisko kopiowania symuluje si  w sposób nast puj cy: wybiera si  losowo spo-

ród ju  istniej cych w z ów tzw. w ze  prototypowy, nast pnie z prawdopodobie stwem 

p ustala si  po czenie kraw dzi nowego w z a z ju  istniej cymi w z ami i z praw-

dopodobie stwem 1-p do czenie kraw dzi nowego w z a do w z a prototypowego. 

Proces ten zwi ksza prawdopodobie stwo, e w ze  o wysokim stopniu pozyska nowe 

kraw dzie. Zatem mechanizm kopiowania w sposób efektywny prowadzi do liniowo 

preferencyjnego przy czania. Zgodnie z oczekiwaniami rozk ad stopni w z ów ma pot -

gow  posta  z wyk adnikiem w przedziale (2; ). 

Analizie podlega  te  model reorientacji kraw dzi. Z prawdopodobie stwem 1-r 

czy si  nowy w ze  z ju  istniej cym, natomiast z prawdopodobie stwem r zmienia si  

to przy czenie na po czenie z w z em-ancestorem (tj. w z em, do którego dany w ze  

by  przy czony, kiedy pierwszy raz zosta  dodany do sieci). W rezultacie równie  osi -

gamy preferencyjne liniowo przy czanie oraz pot gowy rozk ad stopni. 

Znaczenie analizy sieciowej 

Rezultaty uzyskane w ramach nielosowego paradygmatu pozwoli y na ukszta towa-

nie si  nowej ga zi mechaniki statystycznej, statystycznej mechaniki sieci z o onych. 

Jej dorobek ledzony jest z najwy szym zainteresowaniem nie tylko przez fizyków, che-

mików czy informatyków, lecz tak e przez socjologów, biologów i lekarzy. Coraz cz -

ciej te  przez historyków, ekonomistów, prawników, psychologów czy pedagogów. 

Zainteresowanie tak ró nych dyscyplin naukowych analiz  sieciow  jest zwi zane 

z coraz powszechniejsz  konieczno ci  prowadzenia bada  procesów masowych ujaw-

niaj cych obecnie swe znaczenie ju  nie tylko w systemach naturalnych czy technicz-

nych, lecz tak e ekonomicznych, prawnych czy poznawczych. Oczywi cie nauki spo-

eczne od dawna bada y sieci spo eczne, ale dot d studia te by y ograniczone do nie-

wielkich systemów ujmowanych statycznie. Natomiast analiza sieciowa pozwala bada  

sieci wielkorozmiarowe i ustala  specyfik  ich topologii i ewolucji.11 Dzi ki wyko-

rzystaniu narz dzi informatyki, statystyki matematycznej i wizualizacji grafów jedno-

czesnej analizie mo e podlega  interakcja wielkiej liczby elementów o najró norod-

niejszych charakterystykach. 

                         
11 A.-L. Barabasi, H. Jeong, Z. Nebeda, E. Ravasz, A. Schubert, T. Vicsek, Evolution of the social network of 

scientific collaborations, „Physica” A, 311(2002), p. 591. 
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Ta mo liwo  badawcza ma szczególne znaczenie dla nauk spo ecznych, szczególnie 

dla zrozumienia relacji pomi dzy poszczególnymi sferami systemu spo ecznego, w tym 

interakcji sfery ekonomicznej ze sfer  prawn , polityczn , edukacyjn  czy obyczajow  

oraz genezy instytucji. Podej cie sieciowe pomaga bowiem wyrwa  si  z pu apki me-

todologicznej skrywaj cej si  w kontrowersji pomi dzy indywidualizmem a struktura-

lizmem. 

Sie  ujawnia konstytutywn  rol  relacji czynnej, interakcji aktorów. Cz owiek uwik-

any w sie  jest aktorem, zawsze uczestniczy w wielu p tlach samoreguluj cej si  ak-

tywno ci. Aktorzy s  zawsze aktywni i zawsze s  powi zani. Samoistne wydarzenia 

w jednej p tli oddzia uj  na inne p tle. Oddzia uj  korzystnie lub negatywnie, tworz c 

jednocze nie szanse i ograniczenia. Trajektoria ewolucji jednej sieci jest kszta towana 

przez struktur  sieci otaczaj cych, w których ta sie  jest zanurzona, zakorzeniona. Presja 

jakiej  sieci mo e popycha  inne sieci ku tej, a nie innej trajektorii. 

Ekonomi ci, prawnicy czy socjolodzy cz sto s  sk onni bada , jak funkcjonowanie 

okre lonej instytucji zaz bia si  z inn . Analiza sieciowa natomiast pozwala im skupi  

si  na technicznych, ekonomicznych, prawnych, politycznych, edukacyjnych aspektach 

sytuacji. Umo liwia ujawnienie, e z pozoru b ahy czynnik, interferuj c we wcze niej-

szym stadium procesu, zmienia jego przebieg. U atwia ukazanie faktu, e rozwój jest 

w istocie cie kozale ny, czyli instytucje powstaj  i zmieniaj  si  dzi ki mobilizacji za-

sobów w sieci spo ecznej wytyczanej przez t o ogranicze  danych w wyniku poprze-

dzaj cego rozwoju historycznego.12 Sama mobilizacja polega na wykorzystaniu przez 

aktorów szansy powi zania zasobów dot d kr cych w odr bnych fragmentach (klas-

trach) sieci. 

Istotne zwroty w toku wydarze  wi  si  z „byciem w odpowiednim miejscu w od-

powiednim czasie”. Sk d bior  si  te „odpowiednie miejsca”? Na czym polega „odpo-

wiednio  czasu”? Aby znale  odpowied  na takie pytania, trzeba przej  od specy-

fikacji rodzajów spo ecznych relacji oddzia uj cych na relacje ekonomiczne do specyfi-

kacji typów sieci wspó stanowienia (ko-konstytucji) trajektorii rozwoju. Nienowa prze-

cie  koncepcja, e relacje ekonomiczne s  zanurzone w relacjach spo ecznych (politycz-

nych, prawnych, obyczajowych, ideowych), rozwija si  w analizie sieciowej w z o on  

koncepcj  ko-konstytucji, zgodnie z któr : 

1) ró ne typy spo ecznych wi zi maj  znaczenie dla ró nych typów relacji ekono-

micznych; 

2) ró ne typy spo ecznych relacji wspó oddzia ywaj  w ró ny sposób na wi zi eko-

nomiczne; 

3) w okre lonej instancji nale y ujmowa  wi zi ekonomiczne jako o podstaw  dla 

powstaj cych powi za  spo ecznych; 

4) wi zi spo eczne powoduj  powstanie mo liwo ci i ogranicze  dzia alno ci eko-

nomicznej; 

5) wi zi spo eczne odbijaj  to samo  aktorów, która stanowi ramy adaptacji ich 

uprzedniego do wiadczenia do nowej sytuacji. 

Problem nie polega wi c na tym, czy sie  jest wa na? Problem polega na okre leniu, 

jaki rodzaj sieci jest zwi zany z jakim efektem rozwoju.13 Narz dzia analizy sieciowej, 

                         
12 M. Granovetter, R. Swedberg, The Sociology of Economic Life, Boulder, CO: Westview Press, 2001, p. 23. 
13 E.J. Castilla, H. Hwang, E. Granovetter, M. Granoveter, Social Networks in Silicon Valley, 

www.stanford.edu/group/esrg/siliconvalley/docs/siliconvalleyedge.pdf, p. 246. 
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pozwalaj c na efektywne opracowywanie rozleg ych baz danych, umo liwiaj  ujawnia-

nie w procesach spo ecznych swoisto ci konfiguracji podmiotów z ró nych sektorów 

(edukacyjnego, przemys owego, finansowego, politycznego, prawniczego itd.). Swois-

to ci polegaj cej na okre lonej topologii sieci interakcji tych podmiotów, która powo-

duje szczególne kr enie ludzi, zasobów, transakcji, regu , konwencji czy przekona  

w spo ecze stwie, kr enie b d ce jednocze nie ich ustawicznym formowaniem. 

 

 

 


