PRACE NAUKOWE Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Czgstochowie
Seria: PSYCHOLOGIA z. VIIL, 2000

Kazimierz KOTLARSKI
Katedra Psychologii, UMK w Toruniu

Nauczanie matematyki a zdolnosSci matematyczne

Wstep

Psychologéw poznajacych szkolne zdolno$ci matematyczne interesowat zwiazek
mig¢dzy wlasciwosciami matematyki a zdolnoSciami sprzyjajacymi poznawaniu tej dys-
cypliny. W rozumieniu potocznym matematyka jest uwazana za trudny przedmiot.
Trudnos$¢ polega na tym, Ze w jego opanowaniu nie wystarczy pracowito$é, ale oprécz
tego sa konieczne specyficzne zdolnosci, ktére utatwiaja jego zrozumienie.

Matematyka zajmuje si¢ zalezno§ciami istniejacymi w §wiecie abstrakcji (Klime,
1975). Jednakze, jak to wykazuja sami matematycy, matematyka jest mocno osadzona
w praktyce i jej poczatki wywodza si¢ z bardzo konkretnych potrzeb zyciowych. Dzia-
tania ludzi, takie jak budownictwo, podziat gruntéw, czasu, prognozy astronomiczne
czy handel, juz w zamierzchtych czasach wymuszaty stosowanie okreslonych pomia-
row. Pomiary te zapoczatkowaly geometri¢ i arytmetyke. Rodow6d matematyki jest
wigc czysto praktyczny (Sawyer, 1970; 1974). Matematyka poprzez wieki nie przesta-
wata by¢ bardzo precyzyjnym narzedziem wykorzystywanym w réznych dziedzinach
praktyki, np. obecnie w optyce, akustyce, astronomii, elektrycznosci, technice itp. Roz-
wingta si¢ ona w dyscypling stosujaca metody dedukcyjne.

Uprawianie matematyki jako dyscypliny naukowej wymaga pewnych wlasciwosci
umystu wspdlnych wszystkim twércom, natomiast inne wlasciwosci umystu sa tylko
specyficzne dla zajmowania si¢ nia. Na pytanie, jakie? — prébowali odpowiedziec
niektérzy matematycy, bedacy uznanymi twércami w swojej dziedzinie. Okazato sig,
ze jest tatwiej dokonywacé odkry¢ w matematyce, anizeli badac, jak tych odkry¢ sie
dokonuje. W tym obszarze badari matematycy nie wyszli poza og6lne ustalenia doko-
nane przez psychologéw postaci (por. Poincare, 1970).

Trudno odpowiedzieé na pytanie, co jest wspélnego w mys§leniu twérczym mate-
matyka i ucznia pasjonujacego si¢ matematyka.

Cecha wspélng twoérczych matematykéw jest pasja badawcza w zetknigciu si¢ z
problemami, ktérych nie mozna rozwiazaé¢ w sposéb stereotypowy, ktére skutecznie
opieraja si¢ podejSciom rutynowym i algorytmicznym. Owa cecha charakteryzuje takze
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uczniéw, ktérych ta dyscyplina pochtoneta. Oni pasjonuja si¢ zadaniami, ktére opieraja
si¢ rozwigzaniu, wymagaja oryginalnosci w podejsciu, inicjatywy i zastosowania me-
tod, ktére trzeba znaleZé tylko w zwiazku z tym zadaniem. Najbardziej typowa cecha
tworczych matematykow i uczniéw pasjonatéw matematycznych jest preferowanie roz-
wigzywania zadaii nietypowych, wymagajacych $miatosci i oryginalnosci myslenia.
Najwigksza zas$ satysfakcja, niezaleznie od poziomu wtajemniczenia, jest znalezienie
rozwigzan mozliwie uogélnionych, a zarazem oryginalnych i prostych.

Czy tylko wiasciwosci umystu i przezywanie okreslonych emocji towarzyszacych
rozwiazywaniu trudnych zadan decyduja o zdolnosciach matematycznych? Dalsza
czes¢ artykutu bedzie bardziej szczegétowa préba odpowiedzi na te pytania.

Matematyka jako przedmiot nauczania

Mozna o matematyce — jako o przedmiocie nauczania — powiedziec, ze rzadko
kiedy uczniowie maja do niej stosunek obojetny. Matematyke mozna bardzo polubié
albo jej si¢ baé. Cze¢éciej pojawia si¢ ta druga sytuacja. Powstaje pytanie, czym mate-
matyka jako przedmiot nauczania rézni si¢ od innych przedmiotéw i od czego zalezy
jej tatwiejsze lub trudniejsze uczenie si¢? W rozwazaniach przedstawionych w tym
miejscu cheg pominaé zagadnienie zwiazku zdolnosci matematycznych z poznawaniem
1 uczeniem si¢ matematyki, a skoncentrowac si¢ na innych czynnikach, ktére zdaniem
matematykéw i dydaktykéw, czesto taczacych te dwie specjalistyczne role w jednej
osobie, maja zwigzek z opanowywaniem tego przedmiotu. S oni zdania, Ze matema-
tyka w pewnej mierze niezastuzenie zdobyta opini¢ przedmiotu bardzo trudnego do
opanowania. Czasem dzieje si¢ tak w nastgpstwie stosowania niewlasciwych metod
nauczania. To wtasnie te metody zniechgcaja do uczenia si¢ i sprawiaja wrazenie, ze
matematyka jest przedmiotem trudnym i niezrozumiatym.

Powstaje pytanie, czy matematyka jest przedmiotem nauczania réznigcym si¢ od
innych? W istocie rzeczy myslenie matematycznie nie jest inne niz myslenie w dzie-
dzinach zycia nie zwigzanych z matematyka (Sawyer, 1974; Piaget, 1979). Jezeli uczen
jest staby w matematyce, a uzyskuje dobre wyniki w innych przedmiotach, to jest to
spowodowane — zdaniem Piageta — nie trescia przedmiotu, a stosowaniem nieprawid-
towych metod nauczania. Podobnie Polya nie szuka przyczyn trudnosci w poziomie
zdolnosci uczniéw, ale w samych nauczycielach matematyki. Pisze on, ze jezeli na-
uczyciel nie jest zafascynowany swym przedmiotem, to watpliwe, by ktéregokolwiek
z uczniéw takze nim zainteresowal. Fascynacji powinna towarzyszy¢ kompetencja
w tym przedmiocie. Sama kompetencja, ktéra nie idzie w parze z zainteresowaniem
tym, co si¢ robi, wrecz z fascynacja, moze doprowadzi¢ do tego, ze jest si¢ ztym na-
uczycielem (Polya, 1975).

Istnieje zgodnos¢ pogladéw, ze z logika myslenia nie przychodzi si¢ na Swiat.
Ksztaltuje si¢ ona podczas odpowiednich dziatan dziecka. Podobnie my§lenie matema-
tyczne ksztattuje si¢ w wyniku odpowiedniego treningu zwiazanego z dziataniem
i eksperymentowaniem na przedmiotach. Zatem niepowodzenie w matematyce oznacza
nic innego, jak brak w samym mechanizmie rozwoju umystowego. Wedlug Piageta
normalny uczen moze poprawnie rozumowac matematycznie, jezeli si¢ odwota do co-
dziennej aktywnosci. Na wigkszosci lekeji matematyki uczniowi narzucony jest dryl.
ktéry ttumi jego naturalng aktywnosé (Piaget, 1979). Podobnie wyraza to Sawyer, mo-
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wiac, ze ludzie w czasie swych normalnych zajeé uzywaja takiego sposobu rozumowa-
nia, jaki jest w matematyce, tylko nie zdaja sobie z tego sprawy. R6znice mig¢dzy ucz-
niami dobrymi a stabymi w matematyce polegaja na réznych sposobach przystosowania
si¢ do metod nauczania. Stabi uczniowie z matematyki, ale dobrzy z innych przedmio-
téw, prawdopodobnie uczyliby si¢ matematyki lepiej, gdyby stosowac inne metody
nauczania. Matematycy-dydaktycy zgodnie podkreslaja, ze musza byé to metody
aktywne. Polegaja one na tym, ze wychowanek nie uczy si¢ materiatu, lecz go odkrywa.
Polya pisze, ze w kazdej sytuacji powinna by¢ aktualna reguta: ,,niech uczniowie od-
krywaja sami tak duzo, jak jest mozliwe w danych warunkach” (Polya, 1975, s. 296).
Oczywiscie samo rozwiazanie zadania moze by¢ pasjonujace, jezeli nie bedzie si¢ ucz-
niowi dawato gotowych zadan, a pomoze je samemu sformutowac. Jezeli zarazem za-
danie to bedzie miato zwiazek z praktyka bliska uczniowi, wtedy z pewnoscia wzros$nie
jego zaangazowanie w rozwiazanie takiego zadania. Matematyka staje si¢ wedtug Sa-
wyera trudna dopiero wtedy, kiedy traci kontakt z codzienng praktyka.

Myslenie matematyczne ksztattuje si¢ w spos6b naturalny, dzigki nabywaniu od-
powiedniego dos§wiadczenia i praktyki. Jezeli tego do§wiadczenia zabraknie, wtedy sa
takze klopoty z przyswajaniem matematyki. Argumenty na rzecz tego, ze tak jest rze-
czywiscie, mozna takze przywotac z historii kultury. Jak zaobserwowali antropologo-
wie, w niektérych plemionach prymitywnych ludzie potrafig liczy¢ do 25, a najbieglejsi
z nich do 50. Tylko brak do§wiadczenia powoduje tak dramatyczne ograniczenia w po-
stugiwaniu si¢ liczbami (Lovell, 1961).

Poziom operacji matematycznych uczniéw podejmujacych nauke w klasie pier-
wszej szkoty podstawowej jest bardzo zréznicowany. Przychodza do szkoty z bardzo
r6znymi do§wiadczeniami. Jedni wyrobili sobie pojecie liczby, potrafia wykonywac na
przedmiotach operacj¢ dodawania i odwracalnag w stosunku do dodawania operacje
odejmowania, a czasem dalsze dziatania, jak mnozenie i dzielenie. Operacje te niekto-
rzy uczniowie maja zinternalizowane. Inni natomiast nie maja jeszcze kompletnie wy-
robionego pojecia liczby, nie potrafia przyporzadkowac zbiorowi nie przekraczajacemu
dziesigciu elementéw odpowiedniej liczby. Umiej¢tnos$c ta, jak réwniez pojecie liczby,
ksztattuje si¢ u nich pézniej. Uczniowie tacy od samego poczatku maja duze ktopoty
z rozumieniem poj¢¢ matematycznych i z internalizacja operacji. Na skutek tego przy-
swajaja materiat z matematyki znacznie wolniej od réwiesnikow. Nie potrafiag go w pet-
ni zrozumie€ i uczg si¢ pamigciowo regut matematycznych.

Kiedy poznajemy przedmioty inne niz matematyka, kolejno$¢ uczenia si¢ jednych
zagadnien nie ma na ogét wigkszego wptywu na rozumienie i przyswajanie innych.
Brak znajomosci jednej partii materiatu w historii nie utrudnia rozumienia innych za-
gadniefi z tego przedmiotu. Natomiast jezeli nie opanowato si¢ arytmetyki, nie mozna
przyswajac sobie algebry, brak znajomosci algebry uniemozliwia zrozumienie rachun-
ku rézniczkowego. Matematyka jest jedynym przedmiotem, gdzie brak znajomosci po-
przedniego materiatu utrudnia lub wrgcz uniemozliwia poznawanie nowego. Nawet
w fizyce brak znajomosci jednego prawa, np. prawa Boyle’a-Mariotte’a, nie utrudnia
rozumienia innego prawa, np. grawitacji. Poszczegélne dzialy matematyki nie tylko
opieraja si¢ na znajomosci uprzednich, nie tylko poruszaja nowe zagadnienia, ale by-
waja takze stenograficznym zapisem poprzedniego dziatu. Tak jest z algebra w stosun-
ku do arytmetyki. Arytmetyka operuje w zadaniach tekstowych jezykiem werbalnym,
w ktory uwiktane s liczby. Trzeba dokonywac na liczbach tych operacji, aby otrzymy-
waé wynik koricowy. Jezeli chce si¢ wykonac to samo zadanie w jezyku algebry, trzeba
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dokonac przettumaczenia zadania werbalno-liczbowego na jezyk symboli algebry i na
tych symbolach dokonywac transformacji zgodnie z regutami algebry. Tylko w ten
spos6b moznarozwiazac zadania. Oczywiscie ten drugi jezyk jest bardziej abstrakcyjny
i skondensowany anizeli pierwszy. Poszczegélne dziatly matematyki w stosunku do
poprzednich nie tylko poruszaja nowe zagadnienia, ale takze zmieniaja dotychczas sto-
sowany jezyk na bardziej abstrakcyjny i skondensowany anizeli pierwszy. To jest wias-
ciwos$cia matematyki nie spotykang w nauczaniu innych przedmiotéw, czasem odczu-
wang przez miodych i dorostych jako trudnos¢ wrecz nie do pokonania.

Jezeli przyjmiemy teori¢ Pawlowa o Ii II uktadzie sygnatowym, to w odniesieniu
do matematyki wyzszej mozemy méwic o III uktadzie sygnatowym.

Dydaktycy zgodnie podkreslaja, ze jezeli dzieci od samego poczatku spotykaja si¢
w matematyce z zadaniami nie majacymi nic wspélnego z ich potrzebami zyciowymi,
nie potrafiacymi zainteresowad, to przedmiot ten zostanie uznany za nieciekawy, a za-
dania za bezuzyteczne tamigiéwki. Nie zawsze sama praktyka zyciowa podsuwa ucz-
niom ciekawe zagadnienia matematyczne. Nauczyciel musi je czgsto sam wskazac, aby
wywolaé zainteresowanie i zaangazowanie uczniéw. Znalezienie takich zadan, jak wy-
kazuja praktycy, angazuje catlg klasg i nawet stabi uczniowie potrafia lepiej wtedy fun-
kcjonowaé (Sawyer, 1970; Krygowska, 1977; Chrzan-Feluch, Semadeni, 1992; Puchal-
ska, Semadeni, 1992).

Pojecie liczby ksztattuje si¢ stopniowo, dzigki odpowiednim dziataniom. Podczas
ich przeprowadzania w wieku okoto szesciu lat dzieci odkrywaja metode operacyjna.
Pozwala ona na uporzadkowanie liczb wedtug pewnych regut, np. zgodnie z reguia
wielkosci. Dziatania na liczbach doprowadzaja do odkrycia zasady statosci, to znaczy
do uformowania si¢ przeswiadczenia, ze zbidr o ilosci n elementéw pozostanie nim
niezaleznie od tego, jak jego elementy przegrupujemy w przestrzeni, czasie itp. Jedno-
czes$nie dziecko spostrzega, ze kazda operacja jest odwracalna, to znaczy, wykonujac
pewne dziatania na liczbach, mozna je skompensowac przez operacje odwrotne i przy-
wrdcié pierwotny stan rzeczy (Piaget, Inhelder, 1967; Bruner, 1978). Zatem najlepsza
sytuacja intelektualna dla dziecka rozpoczynajacego nauke jest, gdy posiada ono poje-
cie liczby, opanowato metodg operacyjna i rozumie zasad¢ niezmiennosci. Jednakze sa
to warunki niewystarczajace do przyswojenia sobie matematyKki.

Niektore przyczyny niepowodzen w opanowaniu
matematyki

Istnieje jeden istotny czynnik zwigzany z uczeniem si¢ matematyki, czasem pomi-
jany w pracach interesujacych si¢ intelektualnym aspektem zdolnosci. Chodzi o czyn-
nik dojrzatosci emocjonalnej. Ma on wigkszy niz na ogét wskazywany wpltyw na przy-
swajanie matematyki i ksztattowanie si¢ zdolnosci.

Dzieci majace klopoty z uczeniem si¢ w ogéle, a w szczegélnosci z uczeniem sig
matematyki, przystane do zbadania w poradniach psychologiczno-pedagogicznych,
maja duze klopoty z koncentracja uwagi. Nie moga jej utrzymac dtuzej na jednym
bodzcu. Kazdy inny rozprasza je, nie bedac zbyt dtugim Zrédtem stymulacji, ale jedno-
cze$nie skutecznie odwraca uwage od poprzedniego. Badania wskazuja, ze powodem
rozproszonej uwagi sa problemy emocjonalne. Czgsto wynikaja one z tego, ze dziecko
jest odrzucone w domu lub szkole. W zwiazku z tym przezywa permanentne napigcie
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nie pozwalajace mu odpowiednio skoncentrowac si¢ na lekcji lub czymkolwiek innym.
Tego typu dekoncentracja na lekcji matematyki skutkuje natychmiast. Niezrozumienie
i brak przyswojenia jednej partii materiatu nie pozwala na przyswojenie nastgpnej. Za-
czyna si¢ ciag niepowodzei, z ktérymi nie potrafi sobie ono poradzic. Nauczyciel takze
staje si¢ wobec niego bezradny, przypisujac niepowodzenia ,,nizszej” inteligencji. Za-
rowno promowanie, jak i niepromowanie takiego ucznia nie rozwiazuje jego proble-
méw, bo pierwotne przyczyny niepowodzeri tkwig poza nim i od ich rozwiazania nale-
zatoby rozpoczac zmiang jego sytuacji szkolnej.

Zréznicowany poziom dojrzatosci intelektualnej do podjecia nauki matematyki
uwidacznia si¢ w toku lekcji. Jedne dzieci sa aktywne, rozumieja, o co chodzi, udzielaja
poprawnych odpowiedzi, prawidtowo rozwiazuja zadania. Inne maja spore ktopoty ze
zrozumieniem zaleznosci przedstawionych w materiale, Zle rozwiazuja zadania, zaczy-
naja nie lubic tego przedmiotu. Wytwarza si¢ postawa lgkowa wobec matematyki, ktéra
bedzie trudno w przysztosci zmieni¢. Dziecko zaczyna si¢ ba¢ wszystkiego, co jest
zwigzane z matematyka. Kazdy lgk, zgodnie z prawem Yerkesa-Dodsona, kiedy prze-
kracza optymalny poziom motywacji, wowczas dezorganizuje dziatanie. Niepowodze-
nia generuja lgk, ten z kolei poglebia niepowodzenia i dezorganizuje zachowanie. Nie-
powodzenia w matematyce, Igk i dezorganizacja wiaza si¢ ze soba w postaci dodatniego
sprzgzenia zwrotnego — jak przedstawia to Gruszczyk-Kolczyriska (1989). Dzieci za-
czynaja podejmowac dziatania majace na celu zamiast rozwiazanie problemu — jego
uniknigcie: usprawnienie technik odpisywania gotowych zadan od kolegéw, ucieczka
w chorobg, pozorowane rozwiazywanie zadania itp.

Niektérzy nauczyciele maja tendencj¢ do przedwczesnej i btednej diagnozy pozio-
mu zdolnos$ci uczniéw. Etykietuja juz po paru tygodniach nauki dziecko jako zdolne
lub niezdolne. Zachowuja si¢ tak, aby kazda sytuacja konfirmowata ich opinie. Popet-
niaja wowczas w odniesieniu do czg¢sci uczniéw powazne btedy. Uznaja ucznia zdol-
nego za niezdolnego i moze nawet takiemu uczniowi w poczatkowych latach nauki
szkolnej grozi¢ niepromowanie z matematyki. W szkole sredniej bywa, ze dopiero po
zajeciu czotlowego miejsca na olimpiadzie matematycznej nauczyciel zmienia opinig
o poziomie zdolnosci. Badania wtasne autora wykazaty istnienie takich faktéw (Kot-
larski, 1995).

Sukcesy i1 niepowodzenia w nauce oddziatuja nie tylko na sfer¢ intelektualna,
wplywajac na tempo rozwoju, ale takze na osobowos¢. Sukcesy wplywaja na budowe
pozytywnego obrazu samego siebie, porazki — negatywnego. O ile porazek bedzie
znaczaco wigcej od sukceséw, wtedy w obrazie swoich mozliwosci i umiej¢tnosci
intelektualnych daja zna¢ o sobie elementy negatywne. Uczen utwierdza samego sie-
bie w przekonaniu o niemozliwosci zrozumienia matematyki i o swej nieumiej¢tnosci
rozwigzywania zadan. Réwniez jego koledzy, nauczyciel, rodzice wyrabiaja sobie po-
dobny poglad. Dziecko utwierdza otoczenie, a otoczenie dziecko w mniemaniu, ze
ono nie potrafi nauczyé si¢ matematyki, w tym rozwiagzywania zadan. Do kazdego
zadania tekstowego dziecko podchodzi z przekonaniem, ze go nie rozwiaze. Zacho-
wuje si¢ sztywno i biernie, a porazka jest elementem samo spetniajacego si¢ proroc-
twa. Zanim dziecko dojdzie do etapu biernosci, przechodzi przez etap intensywnego
przezywania porazki. Nowe, efektywne metody uczenia si¢ sa skuteczne dopiero wte-
dy, kiedy podejmie si¢ réwnocze$nie dziatania majace na celu zmiang obrazu samego
siebie. Bez tych zmian trudno zacheci¢ dziecko do aktywnosci matematycznej (por.
Gruszczyk-Kolczynska, 1989).
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Jest rzecza znamienna, Ze ucznia zdolnego matematycznie ksztattuje réwniez me-
chanizm dodatnich sprze¢zeri zwrotnych, ktérego istotnym ogniwem jest sukces. Naj-
pierw odnosi on sukcesy na lekcjach matematyki. Spostrzega, ze jest sprawniejszy od
innych w rozwiazywaniu zadan. Dochodzi do przekonania, Ze jest dobry w tej dziedzi-
nie. Podobne spostrzezenia odbiera otoczenie i réwniez uwaza go za dobrego w mate-
matyce i to mu komunikuje. Zaczyna on wierzyé w swoje mozliwosci. Zgodnie z teoria
uczenia si¢ czynnos¢ zakonczona sukcesem jest odczuwana przez podmiot jako nagro-
da. Uczeri zaczyna poszukiwac czynnosci, ktére koncza si¢ sukcesem. Nastepuje sprze-
zenie dodatnie migdzy efektywnoscia dziatania, przezywanymi z tego powodu emocja-
mi pozytywnymi, obrazem samego siebie oraz percepcja podmiotu przez otoczenie.
Kazdy z tych czterech czynnikéw wzmacnia pozostate. Jezeli zdarza si¢ sporadyczne
niepowodzenia, nie sa one w stanie zniszczy¢ mechanizmu sprzg¢zen zwrotnych, podo-
bnie jak sporadyczne powodzenia nie zmieniaja wiele w mechanizmie kreujacym ucz-
nia niezdolnego.

Jak wykazuja do§wiadczenia wiasne autora, takie dodatnie sprzg¢zenia zwrotne jest
bardzo trudno rozerwac. Przede wszystkim trudno jest przekona¢ nauczyciela, ktory
wierzy w brak zdolno$ci dziecka, ze nalezy zastosowac zupetnie inne metody naucza-
nia, a w ich ramach da¢ mu odpowiednie minimum do§wiadczen pozytywnych. Chodzi
o podwazenie negatywnego obrazu samego siebie i wprowadzenie w to miejsce no-
wych, pozytywnych elementéw. Dalej trzeba zmieni¢ percepcj¢ dziecka przez otocze-
nie. Niekiedy udaje si¢ tego dokonac przez radykalne dziatania, takie jak zmiana szkoty,
nauczycieli czy kolegéw. Nie jest z reguty skuteczne, jezeli Zrédtem trudnosci dziecka
jest przede wszystkim §rodowisko domowe.

ZdolnoSci matematyczne

Mozna postawi¢ sobie pytanie, czy matematyka jako dyscyplina naukowa oraz
przedmiot nauczania wymaga zdolnosci, ktére réznia si¢ od dotychczas rozpoznanych
zdolnosci? Tu trzeba sobie odpowiedziec, ze zdolnosci matematykow, jak dotad, sa
nierozpoznane. Istnieja przestanki pozwalajace przypuszczac istnienie okreslonej stru-
ktury zdolnosci, ale empirycznie nie zostaty one udowodnione. Jest jedna zasadnicza
trudnos$¢ w prowadzeniu badan. Badanie takie mogtoby by¢ przeprowadzone przez spe-
cjalistow bedacych jednocze$nie wybitnymi matematykami i psychologami. Takich
specjalistow brakuje.

Jak dotad wiadomo, istnieja rézne typy myslenia matematycznego. Matematyka
rozwija si¢ podobnie jak kazda inna nauka w spos6b lawinowy. Powstaja nowe specja-
lizacje matematyczne. Twérc6w pasjonuje swoja specjalizacja, do innej specjalizacji
moga odczuwaé wrecz awersje. Odkryé mozna dokonywaé w waskiej specjalizacji,
zatem tworcy ograniczaja si¢ przede wszystkim do swej specjalizacji. Matematyk inte-
resujacy si¢ szerokim zakresem swej wiedzy z tego powodu odkrywca nie zostanie.

Cecha wsp6lna twércéw jest tatwosé przektadu swego problemu zamiennie z jezy-
ka symboli na jezyk graficzny lub jezyk obrazu. Jedni matematycy preferuja rozwiazy-
wanie problemoéw ze swej dziedziny w sposéb geometryczny, nawet probleméw alge-
braicznych. Inni nawet problemy z geometrii przestrzennej rozwigzuja w sposéb alge-
braiczny. _

Latwiej anizeli zdolnosci matematykéw mozna byto poznac zdolnosci matematy-
czne ucznidw. Znaczacg praca w tej dziedzinie jest publikacja Werdelina (1958). Autor,
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stosujac analiz¢ czynnikowa, wydzielit w zdolnosciach matematycznych nastepujace
komponenty: przestrzenny, logiczny, liczbowy i symboliczny. Te z kolei w wyniku
dalszej analizy podzielit na prostsze subczynniki.

W spos6b znaczacy obraz struktury zdolnosci matematycznych przyblizyl nam
Krutiecki wraz ze swoim zespotem. Zastosowal on wieloetapowa procedure. Polegata
ona na tym, ze najpierw okreslit on hipotetycznie, analizujac wiasciwosci intelektualne
grupy uczniéw bardzo zdolnych, jakie komponenty sktadaja si¢ na szkolne zdolnosci
matematyczne. Nastgpnie do znanych nauczycieli matematyki i dydaktykéw przestat
swojq liste komponentéw, proszac o uporzadkowanie listy wedtug waznosci. Nastgpnie
wybrat, podobnie jak Werdelin, list¢ zadan, ktére wykrywaty wsréd badanych istnienie
okreslonych komponentéw zdolnosci matematycznych.

Autor przyjal, ze szkolne zdolnosci matematyczne przejawiaja si¢ przede wszyst-
kim w rozwiazywaniu zadan. Krutiecki zatozyt dalej, iz etapy rozwiazywania proble-
méw matematycznych sa podobne do etapéw rozwiazywania probleméw niematema-
tycznych. Zatem poszczegdlne komponenty zdolnosci matematycznych obserwuje si¢
na poszczegblnych etapach rozwigzywania zadan.

Psychologowie analizujacy rozwiazywanie probleméw przedstawiaja r6zna ilosé
etapow ich rozwiagzania. Co do jednej rzeczy sa zgodni, ze wsréd tych etapéw musza
wystapic nastgpujace:

1. Spostrzezenie problemu — podmiot, chcac osiagnac okreslony cel, zauwaza, ze

go nie osiagnie, dysponujac aktualnymi informacjami,

2. Analiza sytuacji problemowej — u§wiadomienie sobie, jakie informacje trzeba

zdoby¢, aby rozwiazanie bylo mozliwe,

3. Generowanie pomystéw rozwigzania, czyli wytworzenie hipotez lub informacji

pozwalajacych na przedstawienie rozwigzania lub rozwiazan,

4. Weryfikacja pomystéw — jest to sprawdzenie, ktéra hipoteza, rozwiazanie czy

pomyst, sa prawdziwe.

Autor zatozyt, ze szkolne zdolnosci matematyczne wiaza si¢ z rozwigzywaniem
zadari matematycznych. Podobnie jak psychologowie przedstawiajacy rozwiazywanie
probleméw autor przyjat, ze rozwiazywanie probleméw matematycznych sktada si¢
takze z kilku etapéw. Pierwszym etapem jest percepcja informacji matematycznej
w sposob sformalizowany. Odpowiada ona etapowi dostrzegania problemu w zadaniach
o charakterze niematematycznym. Zadanie matematyczne sktada si¢ wedtlug Polyii
(1964) z danych, niewiadomej i warunku. Niewiadoma jest zawsze podana wprost, jest
to wielkosc, ktora trzeba znalez¢. Dane sa wielkosciami liczbowymi lub stosunkami
migdzy nimi. Warunek mowi, jak przeksztatci¢ dane, aby uzyskac¢ niewiadoma. Dane,
szukana i warunek tworza strukturg zadania, ktéra Krutiecki nazywa zespotem wzajem-
nie ze soba powigzanych wielkosci. Ten to zesp6t musi uczen odkry¢ zanim przystapi
do rozwiazywania zadan.

Drugim etapem jest etap przetwarzania informacji matematycznej, ktéry odpowia-
da mniej wigcej etapowi drugiemu i trzeciemu rozwiazywania probleméw. Przy prze-
twarzaniu informacji wystepuja zgodnie z badaniami rosyjskiego psychologa nastgpu-
jace komponenty zdolnosci matematycznych:

1. Logiczne myslenie na materiale symboli matematycznych,

2. Zdolnos$¢ do uogdlnienia tego materiatu, czyli umiejetnos¢ takiej klasyfikacji

rozwiazywanych zadan, aby kazde z nich mozna byto — na podstawie jego ogél-
nego schematu rozwigzania — zaliczy¢ do jakiej$ duzej grupy ogélnej,
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3. Rozumowanie strukturami zredukowanymi (pomijanie niektérych etapéw roz-

wigzywania zadania, wykonanie tego etapu ,,w mysli”),

4. Gietko$c myslenia, czyli znalezienie jakoSciowo innych sposobow rozwigzy wa-

nia problemu,

5. Rozwigzania ekonomiczne, czyli wytwarzanie rozwiazan najprostszych, jas-

nych,

6. Zamiana toku myslenia, czyli umiejetnosé szybkiej zmiany nastawienia z jedne-

go sposobu rozwigzywania na inny, jakosciowo odmienny od poprzedniego.

Trzeci etap dotyczy przechowywania informacji matematycznej. Jego istota polega
na tym, ze zdolny matematycznie uczen zapomina nieistotne szczeg6ty zadania, a pa-
migta jego uogdlnione wzory, schematy rozwiazywania i przeksztatcenia.

Opisane powyzej komponenty zgodnie z logika etapéw rozwiazywania zadan two-
rzg wg Krutieckiego zdolnosci matematyczne (Krutiecki, 1968; 1976).

Krutiecki badat zdolnosci matematyczne uczniéw w srednim wieku szkolnym. Jego
zespot badat zar6wno dzieci w mtodszym wieku szkolnym (Dubrowina, 1966; 1973),
jak i w starszym wieku szkolnym (Szapiro, 1977). Na ich podstawie okazato si¢, ze w
miodszym wieku szkolnym komponenty te nie wystgpuja tak wyraznie. Dystans migdzy
dzie¢mi zdolnymi a mniej zdolnymi nie jest taki wyrazny. W miarg¢ uptywu czasu dys-
tans ten si¢ coraz bardziej poglebia i staje si¢ coraz wigkszy.

Znany jest powszechnie spdr, nie do korica wyjasniony, naile inteligencja mierzona
testowo jest cecha zalezng od czynnika genetycznego, a na ile od srodowiskowego.
Podobnie sprawa ma si¢ ze zdolno$ciami matematycznymi. Niektorzy uwazaja, ze zdol-
nosci te sa darem natury, inni, ze sa owocem cigzkiej pracy. Przywotajmy w tym miejscu
opinie specjalistéw na ten temat. Bembow (1984; 1990) twierdzi, ze zdolnosci mate-
matyczne w duzej mierze sa darem natury, ktéra — biorac pod uwage pte¢ — okazata
si¢ bardziej taskawa dla mezczyzn. Matematycy bedacy zarazem dydaktykami, jak Po-
lya i Sawyer, unikaja w swoich pracach rozwazan na ten temat. Podkreslaja przede
wszystkim waznos¢ metod uczenia matematyki. Metody te moga budzi¢ zainteresowa-
nie lub je gasic i od nich zalezy, w jakim stopniu uczniowie opanuja matematyke. Kru-
tiecki wypowiada si¢ na ten temat explicite i twierdzi, ze kazdy przecigtny uczer moze
opanowac matematyke na poziomie podstawowym i §Srednim. Natomiast wybitnym ma-
tematykiem trzeba si¢ urodzié. Jest to bowiem dar natury.

Dydaktycy zwracaja uwage na nastgpujacy fakt. Jeszcze na poczatku stulecia ra-
chunek rézniczkowy byt wyktadany na matematycznych studiach doktoranckich,
p6zniej byt wykladany na studiach matematycznych, a jeszcze péZniej znalazt sig
w programie starszych klas szkoty Srednie;j. Swiadczy to o tym, jak zmiany metod na-
uczania moga przyspieszy¢ opanowanie trudnego materiatu matematycznego.

Zakonczenie

Krutiecki w swojej pracy nie zaliczyt do struktury zdolno$ci matematycznych kom-
ponentéw funkcjonujacych poza systemem poznawczym — mam na mysli przede
wszystkim motywacjg¢. Co prawda podkresla on w swojej pracy, ze uczen zdolny mate-
matycznie jest niezwykle silnie motywowany do rozwigzywania zadan. Zadania, szcze-
g6lnie trudne zadania traktuje on jako wezwanie dla siebie (Krutiecki, 1968, 378 —384).
Trzeba tutaj podkresli¢, ze emocje wywotane zainteresowaniem zadaniami, a szczeg6l-
nie przezycie sukcesu przy rozwigzaniu jest niezwykle waznym elementem towarzy-
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szacym zdolnosciom. Bez komponentu emocjonalnego nie ma szans na rozwijanie si¢
zdolno$ci matematycznych.

Dydaktycy, bedacy jednoczesnie matematykami, twércami, unikaja dyskusji, czy
zdolnoSci te sa wrodzone. Podkre§laja natomiast, ze w nauczaniu matematyki duze
znaczenie maja metody, ktére budza ciekawos$¢ ucznia i pozwalaja przezy¢ mu sukces,
wynikajacy z tego, ze sam potrafi odkry¢ okre§lone zaleznos$ci i rozwigzaé zadanie.
Bardziej uogé6lniajac przedstawiony w niniejszej pracy temat, mozna powiedzie¢, Ze na
sukces w matematyce sktadaja si¢ trzy nieodtaczne elementy. Jednym z nich jest po-
siadanie okreslonych wtasciwosci umystu przedstawionych jako wspétistniejace kom-
ponenty zdolnosci matematycznych. Wykazuja to badania prowadzone metoda analizy
czynnikowej. Drugim elementem jest motywacja, dzigki ktorej uczeri uzyskuje duza
satysfakcj¢ z rozwiazywania zadai. Tej informacji dostarczaja nam wywiady z ucznia-
mi zdolnymi oraz obserwacja ich pracy. Trzecim elementem zewngtrznym w stosunku
do dwu poprzednich sa metody nauczania, ktére pobudzaja zainteresowanie, wyzwalaja
motywacj¢ do zajmowania si¢ matematyka. Udowodnity to eksperymenty dydaktykow.
Jak wykazuja badania tylko te trzy elementy wystgpujace tacznie prowadza do rozwoju
zdolno$ci matematycznych.

Matematyka jako nauka stawia umystowi uczonego bardzo $cisle okreslone wyma-
gania opisane na poczatku pracy. Nie znamy doktadnie, tylko ogélnikowo, wtasciwosci
umystu, ktére pomagaja tym wymaganiom sprostac. Matematyka jako przedmiot na-
uczania rowniez stawia umystowi ucznia bardzo konkretne wymagania. Poréwnujac te
wymagania zkomponentami zdolno$ci matematycznych, mozna powiedziec, ze istnieje
tu pewna odpowiednio$¢. Aby odnie$¢ sukces w matematyce i z powodzeniem rozwia-
zywac zadania, trzeba posiadac okreslone komponenty tworzace te zdolnosci. Pozostaje
nadal pytaniem, na ktére daja rézne odpowiedzi dydaktycy, jak te komponenty tworzy¢
i rozwijac przez nauczanie tego przedmiotu. Tu trzeba stwierdzic i to jest takze wazne,
ze bardziej wiemy, co nalezy robic, aby nie blokowac rozwoju zdolnosci matematycz-
nych.
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Kazimierz KOTLARSKI

Learning of mathematics and mathematical ability

Summary

In the first part of the article is an analysis of the properties of mathematics as a teaching subject. Mat-
hematics as a teaching subject has its specifity that differs it from other sciences. First of all mathematics is
more abstract, logic and coherent. Moreover it is imposible as well as dealing with other topics, to know next
section, being not acquaited with previous section, which is the basic to understand the next one. On account
of it there exist peculiar reason of the fail in teaching mathematics, which are discussed in the next part of the
article.

The third part of the work presents the structure of mathematical ability discovered on the base of factorial
analysis. The analysis of this structure shows, that there exist a specific convergence between mathematics as
subiect of teaching and intellectual properties of a pupil’s mind mathematically gifted.

The last part it is a conclusion that includes the assertion that mathematical abilities are created not only
by existence of specifical components of mind but also by occurence of adequate motivation and applaing of
active method of teaching of mathematics.
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