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ARKADIUSZ MANDOWSKI

ROWNANIA EINSTEINA W MODELU SKYRME’A

1. Wstep

Powstanie tzw. modeli ¢ bylo wyrazem podejscia fenomenologicznego
do teorii silnych oddziatywan. Lagranzjan takich modeli mégt by¢ zadany
w formie

% (x)— Fy Tr(a UorU") (1)
z wigzem UU*=1, powodujacym nieliniowo$¢ w rownaniach Eulera-Lagran-
ge’a. Skoriczono$é energii wymaga, aby U(x)—1 dla | % | —o. Jesli

lagranzjan (1) poszerzy¢ o wyraz zawierajacy wyzsze pochodne

LX@=2Li(X)+L; (x)—

32 2Tr{[a UU*, o+UU*)? } )
to model taki, zwany modelem Skyrme’a, posiada statyczne rozwiazania
solitonowe w formie:

U=exp [if(r)f - ©], f—>0 3)

Z uwagi na szereg ciekawych wiasnosci tych rozwiazan takich jak rozciag-
tos¢, silne oddziatywanie i Scisle zachowany tadunek topologiczny, model
ten szczegdlnie dobrze nadaje si¢ do opisu barionéw, jak to juz sugerowat
Skyrme [1]. Ostatnio daje si¢ zauwazy¢ nowa fal¢ zainteresowania ta forma
opisu silnych oddziatywari, gtéwnie dzigki pracom t’'Hoofta [2, 3] i Wittena
[4—6].

W artykule przedstawione zostaty réwnania Einsteina opisujace sferycz-
nie symetryczna i asymptotycznie ptaska, a takze jednorodna i izotropowa
czasoprzestrzen wypelniona ,materia Skyrme’a”. W obliczeniach uzyto ko-
nwencji takiej, jak w podreczniku Weinberga [7], w ktorej tensor metryczny

2 - Fizyka, Chemia z. IV
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ma sygnaturg (— + + +); zgodnie z ta umowa, g oznaczaé¢ bedzie wyzna-
cznik z tensora metrycznego wziety ze znakiem przeciwnym: o=—Det (guv).

2. Tensor energii—pedu
Calka dziatania materii opisanej lagranzjanem (2)

Ly=Jd*x)g (£,+%,) )
wariowana po tensorze metrycznym, okreSla tensor energii—pedu
8ly=—[ d*xV/E T, bg" ®)

Wariowanie pierwszego sktadnika w réwnaniu (4) daje

o{-[dxyg % Tr(0,U0,U%) g} =

FZ
= JatxTr(0,U0,U%) (—g dg"+)/g dg) (6)

1
0.
21/3 gvl»l]
Odpowiednia zamiana wskaznikéw i poréwnanie ze wzorem (5) prowadzi
do zaleznosci
F2 1 )
T= - (= 520 1, 2™) @)

w ktorej przez o, oznaczono tu —;—Tr(a“UavU’r ). Dokonujac podob-

nych przeksztalcen z drugim sktadnikiem

ok 1 +
o{ faxyg gghn o Tr([0,UU*, 0,UU*] [0,UU*,9,UU%])}

®)

w ktorym przez —87g;, oznaczymy slad wystepujacy pod catka, otrzymamy

g1 i 1 ;
T@= — (Fen™ 7 B Kapin 82 8"); ©)
tak wigc tensor energii—pedu materii Skyrme’a wynosi
F? 1 1 1 >
Tpv= —4— (‘ﬂ}w - Tgyw ‘Sﬂ'm] gh]) i ; (3Cap1}\v » Tguv 76(1[5).1] gah gBTI) i (10)

Dalsze rachunki majace na celu wyliczenie poszczegélnych sktadowych
tensoréw o, oraz K, prowadzone beda z uzyciem Ansatzu (3) w ktérym
T=(0;, 0, 0;) jest zespotem trzech macierzy Pauliego, a f=(sinfBcosy,
sinBsing, cosV) jest wersorem we wspolrzednych sferycznych; zaktadamy
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tez, ze f=1(r, t). Wykorzystujac oczywiste zaleznosci 1, r;=1, r; 1, , =0 oraz
wtasnosci macierzy Pauhego otrzymamy

w=Ef 1, 1, sin*f (11)

(ST

Sktadowe tego tensora mozna dla wigksze] przejrzystosci zapisaé w postaci
macierzowej

€2 1.1 0 0
PR CN (12)
e 0 0 sin’f 0
0 0 0 0
Tensor g, ma bardziej skomplikowana postac:

Ko = {sinzf (s, o, p=Ts, 6, ) — Es [sm fir;

i,a

Ty, oo
+sinfeosf (r; (1 f g1y prif )]} X
x{sin?f (1, ,f =1, f ) =gy [sin?r, 51, +

+sinfeosf (1, 1. f 1, 1,f )]} @)

Cho¢ tensor 7.y, nie wyglada w tej postaci zbyt prosto, to jednak posiada
on pewne wlasnosci, ktére znacznie upraszczaja rachunki. Jedna z nich jest
wiasno$¢ symetrii wzgledem przestawienia pierwszej i drugiej pary wskaz-
nikéw oraz antysymetrii wewnatrz tych par

K apin=Hornap=—Fporn=—Foapnt (14)

Dalszego uproszczenia mozna dokonaé, jezeli tylko zauwazyé, ze f i r; sa
funkcjami réznych zbioréw wspétrzednych. Doktadniejsze rachunki prowa-
dza do wniosku, ze J,g, posiada tylko 7 niezaleznych sktadowych:

Hogao=Hopn=—THopo=—To0p= (£,)?sin’f
Haia0=Hog1 =K 1200= K= = I 129= = Hygp=—FHppy = =Koy = £, sin’*f
Ko =Hipp=—H oo =—o = (f,)?sin’f
Hs00=os03= —Hozzo=—Hz05= (£, )?sin*f sin’0
3130= I3031 = H 1303 = Hos13= =T 1330= = H3105= = H3013= —Hpza =
= f f sin’f sin’0
iy =H33= =Ky =—Vy 5= (£ )?sin’f sin’0
i3 =T o= =i =—Tsp=  sin'f sin’0

afhn 8 n]u[i

Pozostate elementy réwne sa zeru.

3. Przypadek szczegélny — przestrzen o symetrii sferycznej.
Zbadajmy teraz rozwigzania o symetrii sferycznej, zadajac metryke w
postaci
ds?=evdt?—e*dr?—r? (d6%+sin?0dg?), (15)
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w ktérej funkcje v i A zaleza jedynie od r, a wigc rozpatrywany przypadek
bedzie przypadkiem statycznym. Rézniczkowanie po r dla wigkszej przejrzy-
stosci oznaczymy w dalszej czgéci znakiem .
Tensor Ricciego okreslony wzorem.
ar)lh ar}:v
R Lo T T+ O, (16)

.MV ox" ax wA=wm

1 og, og og ]
1"?» — c[_ov 4 op _ T ou "
g ox* 0x¥ 0Xx9

w

oraz tensor energii—pedu (10) maja dla tego przypadku nastgpujace nie
znikajace tozsamosciowo skfadowe:

e NG v'2 v v
Qto=—ev )‘(T‘F—— +-—),

o 4 4 T
_V" V:g V')\.’ V,
e R S

r ’ ’
%zz=efk[1+7(v =\ )],
Ry3=R,, sin’0.
FZ{(f)2 () sinf }
Toom B St 4 NV ay-hp &= ey s
“= T\ T2 7 °
4 sin’f {(f PH(E Perit 51211 2f V}’
er
F2 { € (f,) .. sin’f }
= e et NI avEk N A-vy
R G A T A
in?
n Zf {(f‘l)z{_(fj)zevv‘/._ %ev} e‘»\—v,

F2 () (& )2\ } _sinéf
=_{ i —g T Jre +262r2’

T3;=T,,sin0,
F2  2sin?f
To=Tu= {2+ 208} 1) c.

Jak tatwo sprawdzi¢, réwnania Einsteina

R = —8IIGT,, 17)

1
w Tg wy
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dla tensora energii—pedu danego réwnaniem (10), mozna zapisa¢ w nieco
innej — dogodniejszej formie
F a_ L ah B
Ryy= —8IG 7 byt —5 Wi 8= 8 g™ ey (18)
W rozwazanym teraz przypadku, réwnanie to, dla sktadowych (1,0) prowa-
dzi do zaleznosci

0=f,f,, (19)

co wskazuje na dwie mozliwosci f=f(t) lub f=f(r). Pierwsza z nich w
potaczeniu z warunkiem (3) daje tylko rozwiazanie trywialne f=0, wybiera-
jac zatem druga widzimy, ze statyczny przypadek sferycznie symetryczny
(,model gwiazdy”) bedzie opisany przez uktad trzech niezaleznych réwnan
rézniczkowych

v+ {F2 (f )zsinzf}
=8IIGY —= (f )2+ o S0 L
BIG 2 (£ )1+ 2.
e , (f )2sin?f  sin*f
2V'+v'2—y'\ —*321'IG {T = eh (0)

F2 in*f
1 e"*[l+ o' x)] 8HG{—”sin2f+ e e’}
4 2e %12
Uktad ten prawdopodobnie nie jest calkowalny analitycznie. Sprébujmy
jednak znaleZ¢ rozwiazania w nieskoriczonosci wykorzystujac oczywiste wa-
runki brzegowe v, A, f,_,_x) 0. Istnienie takich rozwiazai jest warun-

kiem koniecznym na to, by model Skyrme’a dopuszczal rozwiazania o
skoniczonej masie. Podstawiajac asymptotyczne rozwiniecia funkcji v, A, f
W postaci szeregéw uogdlnionych

A A A
ru+l(?1 > r3 ) (21)

ze wspétezynnikami (a, A;, A,,...), (B, By, B,,...), (v, C,, C,,...), odpowie-
dnio dla kazdej z nich, otrzymamy dla funkcji v

v=B r‘l—iBzr‘2+... 22)
1 5 b1

Postac ta jest zgodna ze wzorem definiujacym mas¢ Schwarzschilda gwiazdy

go=—ev=—1+ 2 400~ @3)
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Korzystajac z tego wzoru mozna wyeliminowa¢ wspétczynnik B, i wtedy

A2 M 19 ) A O b
f=Ar +( o HGF§A1+ 7 AMIr>+00)

2MGF2A?
v=—2Mr'1—2M2r‘2—%M3r*3—4M4r’4—(8M5—+'M)r*5+0(r“’)
A=—2Mr1+2 M2+ %M3r‘3+(4M4—2HGF§A%)r'4+ @4

(74 . STIGF2AIM
MD_

s -510(r-6
G 5 )r 019

gdzie A, jest pewna stata. Asymptotyczna forma rozwiazan (24) moze by¢
wigc argumentem za tym, ze model Skyrme’a dopuszcza rozwigzania typu
gwiazdy, cho¢ oczywiscie nie jest to dowdd; dowodem bytoby scatkowanie
uktadu réwnan (20), co nie wydaje si¢ mozliwe.
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ARKADIUSZ MANDOWSKI

EINSTEIN EQUATIONS FOR THE SKYRME MODEL

SUMMARY

Einstein equations for the Skyrme model [1] are obtained; for the model the energy—
—momentum tensor is calculated. Asymptotic solution of the equations, in the case of
spherrically symmetric space are discussed. It is shown, that this solution corresponds to
equation describing a ,star” with finite mass.
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