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W tej pracy oméwimy pewne wlasnosei uogélnienia pélgrup regularnych
na przypadek n-arny. Szczegélna uwage zwréeimy na role idealéw oraz pewne
istotne réznice miedzy przypadkiem binarnm a n-arnym.

Uzyte pojecia oraz oznaczenia pochodza z pracy [4].

Przez n-pdlgrupe reqularng rozamiemy n-pélgrupe <G, f> w ktérej spel-
niony jest warunek

(1) (Vae ) @y, .., Xgq0)  fop(@, ¥, @, oo, Koy 9, 8) = .

Kladac w powyzszej definicji n = 2 otrzymamy zwykle pdlgrupy regularne.
Nietrudno zauwazyé, ze z warunku (1) wynika, iz

(2) (Va‘ € G) (37‘2) "'!Zﬂ—l € G) f(a7 Zg’ Z33 ""Z)l—].’ a) = &,

Niepusty podzbiér B; = G nazywamy j-idealem n-pélgrupy <G, £>
jesli z tego ze x;€B; wynika, ze f(xy,...,xj,...,x,) € B; dla wszystkich x,...,
X1, Xj g5 o Xy € G Jedli B = B, = By = ... = B, to nazywamy go krétko
— idealem. Natomiast j-idealem generowanym przez element a € G nazywamy
zbidr

a); = {f(xy,..» X1, 8, Xj1q, ..., Xy) X € G} {a}.

TWIERDZENIE 1. W n-pélgrupie <G, f> nastepujace warunki sg réwno-
wazne:
(i) <G f> jest regularna,

(i1) ﬂ B; = f(B, B, 1, B, 5, ..., By, B,) dla kazdego zbioru j-idealéw,
1 S

(i) ﬂ (35); < £((a1)15 (Ra)n—15 ++s (By_1)2s (3y),) dla dowolnyeh ay, ..., a, € G,
n i

(iv) ﬂ (a); = f((a)1, (@)p_1, -5 (8)2, (a),) dla kazdego a € G.

1
Dowdéd. (i) = (ii). Niecha e (1) B;. Poniewaz <G, f> jest regularna, wige —
i=1

i=
na mocy poprzednich uwag — istnieja elementy z,, ...,z,_, € G takie, ze

ai=f(a, 7y, ..., Z,_y,a) = f(f(a,2,,...,2,_;, a) By eony Tyoqy &) = o0 =
E= f(f(a, Zigy vees By 15 a), f(zz: aeey Zn_p a, 72) ( n—1s & Ly weny Z.,_1))
f(a” 22’ 2229 Zl.\—‘l’ a")) € f(Bl’ Bll—l’ Bn—ﬂ! AL ) B BI\)
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gdyz f(a, 2y, ..., 2, _,,a)€B; ~ B, za$ f( o Zn_1> & Lo, -y %) €EBL 11 ma mocy
zalozenia o elemencie a € G.

n
(iv) = (i). Kazdy element a € G nalezy oczywiscie do (7 (a);. Zatem, na mocy

-1
zalozer, dla kazdego a € G istnieja elementy b; e (a); ’lcakie, ze a = f(by, b,_4,
byos,ees by, by). Ale jeli b, € (a);, to b, = alub.b; =f(x}, ..., xl_j, 8, %!, %)
dla pewnych xie G. Jedli b;=a, to wtedy b, = a = f(by, b,_y, ..., by, &
b1+ by, bL).

Podsta.wmnc oba wyrazenia na b; do a = f(by, b, by, b,) mamy

n—1> =+
a)=—f(f(a, k) R Al A=
= fig) (8 %3, -, X1, (n—l)(xm s K1), X3y ooy Xy, 8).

Zatem n-pélgrupa spelniajaca warunek (iv) jest regularna.
Pozostate dwie implikacje sa oczywiste.
Z pierwszej czesci dowodu wynika nastepujacy
WNIOSEK Jedli <@, £> jest n-pdlgrupg regularna, to

ﬂB < £(B,, B

o Ba_1s Bys, .., By, By) dla kazdego zbioru j-ideatéw.
TWIERDZDNIE . Warunkiem koniecznym i dostatecznym na regularno$é
n-pélgrupy jest idempotentnosé kazdego jej ideatu.
Dowéd. Kladac B=B;=B,=..=B, w twierdzeniu 1 otrzymamy
B < f(B,..., B). Poniewaz {(B,...,.B) = B dla kazdego ideatu, wigc regularnosé
n-pélgrupy implikuje idempotentnosé kazdego ideatu.

Odwrotnie, jesli wszystkie B; sa j-idealami w n-pélgrupie < G, f>, to

n
() B; jest ideatem zawartym w kazdym B;. Razem z zalozeniem daje to
j=1

leB].=f(jolBj mB> < f(By, By 4, . By, By)

dla kazdego zbioru j-idealéw. Zatem n-pélgrupa <G, £> jest regularna.
Tymi samymi metodami mozna pokazaé, ze n-pélgrupy spelniajace wa-
runek Siosona
@ Vec@@Exe@ O <ii<n)
la=£(fl, =} x3), fa, as %2, ., xB), . (G, =B R fa))
maja podobne wlasnoseci.
TWIERDZENIE 3. (Sioson [7]) Dla n-pélgrupy ponizsze warunki sg réwno-
wazne:
(i) n-pélgrupa spelnia (3),
n
(i) (B, By, By,...,B,) = () B; dla kazdego zbioru j-ideatéw,
=1
n
(i)  £((a1)1, (e -oes (8)y) = (1) (3y); Ala wszystkich ay, ..., a, € G,
i=1

(iv) £((2)1, (a)g; - (2),) = () (a); dla kazdego a € G,
=1
(v) kazdy ideal jest idempotentny.
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Warunek (v) w pracy Siosona jest pokazany przy zalozeniu przemiennosci
n-pélerupy. Jednak zalozenie to jest zbedne.
Z powyzszych rozwazan wynika

TWIERDZENIE 4. W n-pélgrupie warunki (1), (2), (3) oraz
@) (VA @Yo -sTa€G) fu Y8 Tea maTa) =2

88 réwnowazne.
TWIERDZENIE 5. Regularna 3-pélgrupa jest 3-grupa wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi w niej prawo skreslen.
Dowdd. Oczywiscie w kazdej n-grupie zachodzi prawo skre§len [3]. Kazda
n-grupa jest réwniez n-pélgrupa regularna.

Odwrotnie, w 3-pélgrupie regularnej dla kazdego elementu a € G istnieje
x € G taki, ze f(a, x, a) = a. Zatem dla dowolnego b € G mamy f(b, x, a) =
= f(b, x, f(a, x, a)) = £ (b, X, a, X, a), co na mocy prawa skreleni daje b =
= f(b, x, a). Podobnie pokazujemy, ze b = f(a, x, b). Teraz wystarczy zastoso-
waé twierdzenie 2 z pracy [4].

Otrzymany wynik mozna uogélnié na przypadek n > 3. Jednakze dowdéd
w tym przypadku jest znacznie trudniejszy i wymaga zastosowania znacznie
subtelniejszych metod. Zostanie on opublikowany w pracy [5].

Jak wiadomo autodystrybutywne n-pdlgrupy ze skracaniem sa regularne
[3]. Wynika stad nastepujacy

WNIOSEK. Autodystrybutywna 3-pdlgrupa jest 3-grupa wtedy i tylko wtedy
gdy zachodzi w niej prawo skreslen.

Méwimy, ze elementy X, Xg, ..., X, € G sa reqularnie stowarzyszone jesli
(X, X, 15 -0 Xy Xpy o0, X)) = X; dla wszystkich i € {2, ..., n}. Element x, nazywamy
elementem regularnie stowarzyszonym z ciagiem Xy, ..., X_q, Xpiq, oos Xy
W n-pélgrupie regularnej dla kazdego elementu istnieje ciag elementéw regu-
larnié stowarzyszonych z nim. Je$li w pewnej n-pdlgrupie wszystkie elementy
regularnie stowarzyszone z danym ciagiem pokrywaja sie, to jest ona n-péi-
grupa inwersyjna [6]. Stad n-pélgrupy regularne ze skracaniem sa inwersyjne.

Stosujac kilka prostych przeksztatcen otrzymujemy
WNIOSEK. Jesli w n-pélerupie dane sa dwa ciagi elementéw regularnie sto-
warzyszonych yo, ..., Yo _1, Yo OTaZ Yo, ..., Yo_1, &, t0 ciagi ¥, ., Y1, £(2, ¥as o, Y1)
Oraz Yy, ...; Y15 L(¥ns Yor ¥as -+-» a1, &) 88 réwniez regularnie stowarzyszone.

Zupelnie inaczej niz w przypadku binarnym zachowuja sie idempotenty
w n-pélgrupach przy n > 3. Przytoczymy teraz kilka istotnych réznic. Wia-
domo, ze niektére klasy po}grup binarnych maja $cisle okreslong ilo§é idempo-
tentéw o zadanych wlasnosciach [1]. Natomiast ich n-arne analogony moga
mieé rézne ilosci dempotentéw o tych samych lub podobnych wlasnosciach.
Na przyklad: n-grupy moga mie¢ dowolng ilo§é idempotentéw, ale moga tez
nie mieé ich weale. Idempotenty n-grupy weale nie musza byé elementami neu-
tralnymi. Jednakze istnieja n-grupy zlozone z samych elementéw neutralnych
oraz n-grupy cykliczne bez idempotentéw [3].
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‘W n-pélgrupie inwersyjnej — inaczej niz w przypadku binarnym — ilo-
czyn idempotentéw moze nie by¢ idempotentem, nie musi tez by¢ przemienny
ani nawet pélprzemienny. Aby sie o tym przekonaé wystarczy wziaé 3-grupe
pochodng od grupy S;. Wtedy elementy

. fUeta A e 8 e et ard

T Vak 2 sl S e o A (O 18 ¥

sa idempotentami, ale nie maja wyzej wymienionych wlasnosei.
Zachodzi jednak nastepujace, latwe do udowodnienia,

TWIERDZENIE 6. Niech a bedzie elementem danej n-pélgrupy takim, ze
a = f(a, X, ..., X, a) dla pewnych x;, ..., x,. Jesli a jest idempotentem, to f(x;, ...,
X,, &, 8,X;, ..., X;_;) bez jest idempotentem dla kazdego i€ {3, 4, ..., n+1}. Impli-
kacja odwrotna jest prawdziwa w n-pélgrupach ze skracaniem.

G. Crombez [2] pokazal, ze zbiér addytywnych idempotentéw kazdego
(m, n) — pierdcienia tworzy ideal, o ile nie jest zbiorem pustym. Kazdy inny
ideal takiego (m, n) — piercienia zawiera co najmniej jeden idempotent. Jesli
za§ w (m, n) — pierdcieniu zachodzi prawo skredlen, to nie ma on weale addy-
tywnych idempotentéw, albo ma dokladnie jednego (zero), albo kazdy jego
element jest addytywnym idempotentem [3].

Zazwyezaj addytywne idempotenty nie sa multiplikatywnymi i odwrotnie,
multiplikatywne nie sg addytywnymi. W pewnych klasach (m, n) — pier§cieni
multiplikatywne idempotenty sa addytywnymi. Pokazemy, ze przy dodatlko-
wych zalozeniach, jesli element nie jest addytywnym idempotentem, to zadna
jego multiplikatywna potega nie moze byé¢ addytywnym idempotentem.

Méwimy, ze (m, n) — pierscien <G; g, > jest regularny, jesli jego multi-
plikatywna n-pélgrupa <G, £> jest regularna. Otrzymane przez nas wyniki
bez trudu przenosza sie na (m,n) — pierscienie regularne. Co wiecej, j-idealy)
n-pélgrupy mozna zastgpié j-idealami odpowiedniego (m, n) — pierécienia.

TWIERDZENIE 7. Jesli pewien element nie jest addytywnym idempotentem
przemiennego i regularnego (m.n) — pierdcienia <G; g, f>, to zadna jego
multiplikatywna potega nie moze byé addytywnym, idempotentem.

Dowéd. Oznaczmy przez N zbiér wszystkich addytywnych idempotentéw
(m, n) — pierdcienia <G; g, f>. Przypadek N = @ jest oczywisty. Niech
wiec bedzie N 3£ @ oraz a € G\N. Pokazemy indukeyjnie, ze dla zadnego na-
turalnego s nie moze byé fy,(a,a, ..., a) = a=*> e N. Rzeczywiscie, gdyby
a=<'> gN, to z regularnosei i przemienno$ci mieliby$émy, dla pewnych ele-
mentéw X,, ..., x, € G,

& = £, (a, Xy, 8, X3, 8, ..., 8, X, 8) = £(f(a, ..., 2), Xp, ..., X,) €N,

co jest sprzeczne z zalozeniem o elemencie a. Zatem a<> ¢ N.

Jedli a<5~, ..., a~%~ ¢ N, to réwniez f(a<%~, ..., a~%”) ¢ N. Dla wykazania
tego faktu zalézmy, ze s, jest najwieksza liczba sposréd wykladnikéw
81, Sp, ..., ;. Wtedy dla pewnych y,, ..., ¥, € G mamy
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a,<B,> — f(g) (a<51>’ y2! a‘<3;>J y:;: a'<81> s a'<51>) )’n: a'<s,>) —
= f(f(a™= %)y ey )
> <sp> k = >
= f(f(a=>,a=%7, ..., a%%7) f(a=>, <27 4, .., 2, ¥5), Vg, oo Ta)s

gdzie k = n-s;— (8,8, 4.5, )— (n—2).

Gdyby teraz f(a=%>, ..., a~%>) eN, to wtedy réwniez a~%> e N, co jest
niemozliwe na mocy zalozenia indukeyjnego.

Talk wige zadna multiplikatywna potega elementu a¢ N nie moze by¢ addy-
tywnym idempotentem.
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W.A. DUDEK and I. GROZDZINSKA — ,,0n REGULAR n-SEMIGROUPS”

Summary

In this paper we prove some properties concerned with ideals of regular n-semigroups.
‘We prove also that the conditions (1)—(4) are equivalent. We deseribed idempotent ele-
ments in regular n-semigroups and (m, n)-rings. In regular and commutative (m, n)-rings,
the set of all additive idempotents forms an ideal N such that, if a ¢ N, then a<5> ¢ N for
overy s.
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