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Oszacowanie funkcjonatu Re{— [1+zF"(z)/F'(z)]}
okreslonego w klasie) ; (8,m)

STRESZCZENIE

Klasa Za(f},m) zostalaa zdefiniowana w pracy ,,0 pewnej klasie funkcji mero-
morficznych w kole jednostkowym” [3]. W pracy powyzszej omdwiono takze nie-
ktére wiasnosci funkeji tej klasy.

Praca niniejsza stanowi kontynuacje daban na powyzszy temat. Przedmiotem
badan jest funkcjonal Re { — [1+zF” (z)/F' (z)]} okreslony na klasie 2; B, m).

Wykorzystujac zwiazki miedzy funkcjami klasy 2:‘ B, m) i klasy P funkcji o
dodatniej czeéci rzeczywistej otrzymano oszacowanie funkcjonatu Re{— [1+zF"(z)/
/F’ (z)]} w klasie 2; (B, m). Podane w twierdzeniach 1 i 2 dokladne oszacowania
badanego funkcjonalu zostaly uzyskane przy pomocy metody V.A. Zmorowicza oraz
rezultatow autora zawartych w pracy [1].

1. Oznaczmy przez P, klase funkecji postaci
p(z)=1+piz+pz2+ ...
holomorficznych w kole K={z: |z <1} i dla kazdego z € K spelniajgcych
warunek re p(z) > 0.
Niech 5 oznacza klase funkcji F meromorficznych i jednolistnych
w kole K i w otoczeniu z=0 majgcych rozwiniecie postaci:

L taytaztaztt .

w=F(z2)=

Z

Przez 3°* oraz ), oznacza¢ bedziemy odpowiednio podklasy rodziny Y,
funkcji gwiazdzistych i gwiazdzistych rzedu a, 0 <o <1.

Symbolami P(m), 3" (m), " (m), >, (m) oznacza¢ bedziemy podklasy
m — symetrycznych funkcji odpowiednio klas P, 37, %, Y-

Niech wreszcie 2; (B, m) oznacza klase funkcji F € }: spelniajgcych
dla kazdego z € K warunek

_2F@) 5
(1.1) Q) [ —a) p(z)+df,
gdzie p EP(m) oraz 0 <o <1, 0 <P <1 sg dowolnie ustalonymi liczbami
rzeczywistymi, m — dowolnie ustalong liczbg naturalng a przez [(1 —a)
p(z)+a]? rozumiemy galaz gtéwng odpowiedniej potegi.
Klasa 2; (B, m) zostata zdefiniowana w pracy [3], w ktérej omowiono
takze niektore wilasnosci funkceji tej klasy.



W niniejszej pracy ofrzymano oszacowanie goérne i dolne funkcjonalu
Re { — [1+2zF"(2)/F'(2)]} okreslonego w klasie >: (B, m).

2. Z warunku (1.1) wynika, ze dla kazdej funkcji ¥ EE; (B, m) istnie-
je funkcja p €P(m) taka, ze dla kazdego z & K zachodzi réwnosé

I(z) Bl —a) zp'(2)

20 —[E = =[(1 —a +alf

@5 [ F(z) ] I @ p()tel (1—o)p@)+ta

Aby uzyska¢ oszacowanie z dolu rozwazanego funkcjonalu oznaczmy:
: - F’(z) ) e 1

2.2 = L 1+£—) tz=r <1, F€ Y* (B, m)!.

(2.2) w(r) mm{re [ (( o } |z|=r PR (Gl m)J

Stad i z réwnosci (2.1) na podstawie [4] mamy:

= o Bl —a)zp™(z) .,
243 = 4 — +o)f — ——————= | 7= 1
(2.3) o(r)=min ‘re [((1 a) p*(z) o) —o p*(z)+a] lzl=ri<1
p*EPy(m)

gdzie P,(m) jest klasa funkcji postaci

2.4) )= 1G5 L ditgzm 1%  lhezm
2 1 —¢gzm 2 1—ezm
przy czym — 1 <ILC L, [eg]=feal=1.
Korzystajac z lematéw 11 2 (por. [1] str. 70) i przyjmujac h= %
—a
otrzymujemy:
* B * o
(2.5) w(r)=min[ re[( Pk ) —m (B (_Z)) :
| 1+h 2(p*(z) +h)
ot b roNIE o
i mp(o lp (? Cl m ]: lzl:r <1, p*EPz(m)}
2(p*(z) +h)
gdzie z=rei?, 0<r<<l1, 0 <<2n
1 ter2m 2r ; =
(2.6) c—l — o= T natomiast n=mn;-np, przy czym
___ —imepm
@.7) nk:fk.eimw.]‘sl‘#' k=12
1 — gye imorm
Podstawiajac:
(2.8) p*(rei®) +h=seit

gdzie _%g it <_I2L' ct+h—o<<s<Cc+hto i korzystajac z nierownosci
re(e—ity) == — 1 oraz z réwnosci 92 — |seit —h — c[2=2cs cost+2hs cost —
— s? —h?— 2hc — 1 otrzymujemy z (2.5) nierdwno$¢:

o(r) = min W(s,t)
s,t



gdzie funkcja

B, __h2——_g2
O W = el BB e tifhm
(1 +h)yp 2s
— Bm (h+c) cos t+fm S-—ng:?'hCTl
aSs

jest okreslona w kole Dy, przy czym

(2.10)  Dy={(s,t) : s2— 2s (ct+h)cost+h2+2hc+1 << 0: —

S

,lc+h — e ==s=c+stp}

Mozna wykazaé (por. np. [5] str. 524), ze funkcja W (s, t) moze osiggnac
minimum w kole D, tylko na $rednicy t=0.

Zagadnienie wyznacza minimum funkcji w(r) sprowadza sie wiec do
wyznaczenia minimum funkcji Wi;(s)=Wf(s, 0) na przedziale [ct+h—o,
ct+h+g].

Zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 1. Funkcja
sP 1+he
(2.11) W (S)=Eh—)ﬁ+{5m e fme
osigga w punkcie
(2.12) s;=c+h+p
minimum na przedziale [c+h—p9, ct+h-0], jesli spelniona jest nierow-
nosé¢ s; < 'sp, gdzie

i

. S
(2.13) $;=(1-+h) TP -(1+hc) i7F .mm 1P

Jezeli natomiast s, <sy, to funkeja Wi(s) osiaga swoje minimum w punk-

cie s;. Minimum to wynosi odpowiednio:

cth+o )B ( 1+he
il ) P ct+h+o

(219 My(x)=My; f, h,m) = ( ) pme

B
1+p
(2.15) M (r)=Me(r; B, b, m)=(1+p) [%ﬂ] S
Dowoéd. Z (2.11) wynika, ze Wy’ (s)=0 wtedy i tylko wtedy gdy
3 5
s=s,=[m(1+hc) A+ P i W' (5) <0 dla0<s <sp, Wy (s)>0

dla s >s, oraz W” (sp) >0.
Mozna wykazaé¢, ze dla h=0, 0 <<p<C1,0=<Cr <1 zachodzi nier6wnosc¢
s;==st h—p. Tym samym dla s, <Cc+h+p funkcja W (s) przyjmuje

i



minimum w punkcie s,, natomoast gdy c+h+o <s, funkcja przyjmuje
minimum w punkcie s;=c+h-p.

Twierdzenie 1. Dla kazdej funkeji F € 3" (8, m) i dla kazdego ustalo-
nego z, |z|=r <1 oraz przy ustalonych «, § i m zachodzi dok}adne osza-
cowanie:

zF” (z) M; (r), gdy s1 <s,
" £ {—[1+ F'(2) ]}2 {Mz (@), gdy s: <<t
gdzie sy, 55, Mj (r), M. (r) okreslone sg odpowiednio wzorami (2.12), (2.13),
(2.14) i (2.15). Réwnosci w oszacowaniu (2.16) realizujg odpowiednio funk-
cje postaci:

| e —imeym
(2417)| F ()= expj[l_(lJr(lAZu)e x )ﬁ} dx

Z 1 — e—imexm X

©18) Ty @)——
Z
z
- —ime<.m pLss, —2ime<-2m B
-expf [1_( 1+2) (1 —a) e—imexm+(1 — 20) P ) 7 dx

I'x

1 — e—2imox2m
o
gdzie 0<C ¢ << 2%, natomiast

(s2—h) (1 —12m) — (1+1°™)

2.19 A=
(2.19) e

Dowdd. Oszacowanie (2.16) wynika z lematu 1. Wykazemy, ze osza-
cowanie (2.16) jest dokladne. Oznaczmy przez p* funkcje rodziny Pa(m),
dla ktorej zachodzi rownosé
(2.20) p* (re'®) +h=s,
gdzie 0 << @ << 2xn, s;=c+h+p.

Z lematu 1 (por. [1] str. 70) oraz z (2.20) wynika, ze:

d=¢g oraz y=1.
Stad i z lematu 1 (por. [1] str. 70) wynika, ze ;=0 lub A,=0 lub B;=.,
gdzie nx=eifk, k=12,

e 2 . 14 Ty
Jezeli ;=0 lub 2,=0, gdzie = 5 A= 5 to z (2.4) mamy
m
(2.21) p*(z)=1+—£z, e}=1.
1 —¢gzm

Jezeli natomiast B;=P,, to wobec ny=eifx, k=1,2 mamy m;=mn, a stad
z lematu 1 (por [1] str. 70) mamy &=c¢,. Uwzgledniajac ostatnig rownosé¢
w (2.4) mamy znow (2.21). Z (2.20) i (2.21) dla z=re!® otrzymujemy

g=—eime,



Funkcja (2.21) przyjmuje wiec postac
1 ey imezm

(2.22) p*(2)

T 1—e-imegm

Niech F; bedzie funkcjg klasy 2“ (B, m) postaci (2.1) (por. lemat 2,1
[3]) gdzie na miejsce p podstawiona zostata funkcja p* okreslona wzorem
(2.22). W rezultacie otrzymujemy funkcje postaci (2.17).

Oznaczmy nastepnie przez p** funkcje rodziny P, (m) dla ktoérej za-
chodzi réwnosc¢
(2.23) p** (rel?) +h=s,
gdzie 0 << @< 2m, s, okreslona wzorem (2.13). Poniewaz s, jest punktem
w ktorym funkcja W, (s) osigga minimum absolutne na przedziale (0, o0),

wiec z nieréwnosci re (e7itq) =—1, wobec t=0 otrzymujemy n= —1
a stad qrme=—1. Z (2.23) i z lematu 1 (por [1] str. 70) wynika, ze
Y=§. Stad z kolei mamy m;+mn,=0. Rozwigzaniem ukladu: nmy'me=—1

i m+n,=0 sg dwie pary liczb: ;;=1 n,=—1 oraz m=—1, n,=1. Stad
i z lematu 1 (por. [1] str. 70) otrzymujemy
g=eTime g= _ e—ime,
Uwzgledniajgc ostatnie rownosci w (2.4) otrzymujemy:
1 +2)e~imezm | o—2imez2m

1 — e—2im@z2m

(2:29) p*(z)=
Z (2.23) i 2.24) wyznaczamy
(s2—h) (1 — r?m) — (1 +1r2m)
2rm
Niech z kolei F, bedzie funkcjg klasy 3> (8, m) okreslong wzorem
(2.1) (por. lemat 2.1 [3]) gdzie na miejsce p podstawiona zostala funkcja

p** okres$lona wzorem (2.24). W konsekwencji otrzymujemy funkcje po-
staci (2.18).

A=

Bezposrednie wyliczenia pozwalajg stwierdzi¢, ze funkcje postaci
(2.17) i (2.18) realizujg réwnosci w oszacowaniu (2.16) dla z=rel?
0 << g <<2n, co konczy dowdd.

3. Na drodze analogicznych rozwazan jak wyzej wyznaczymy
. zF"(z) o
1) =max { Te [ (1+ o) )] slz=r <1, F€ 5" (8, m)}

Zachowujac przyjete wyzej oznaczenia oraz tok postepowania i ko-
rzystajac z lematow 11 2 (por. [1] str. 70 i 71) oraz z nieréwnosci
(3.2) re (e—itn) < 1
otrzymujemy:

Q (r) <max B (s, 1)

(3-3) (s, t) €D,



gdzie

8 3 A )
(3.4) B (s, t)= 5 coslfi) +pfm L=+ L cos t+pm (c+h) cos t+
(1+h)P 2s
ity e s2a-h2ak 2he -kl
S 2s

natomiast D, okreslone jest wzorem (2.10). Bezposrednie wyliczenia (por.
[3] str. 524) pozwalaja stwierdzi¢, ze funkcja B (s, t) moze osiggnaé¢ maxi-
mum w obszarze domknietym D, tylko na $rednicy t=0.
Wyznaczenie maximum funkecji Q (r) sprowadza sie wiec do wyzna-
czenia maximum funkeji B, (s)=B (s, 0) na przedziale [c+h —, c+h-+g].
Zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 2. Funkcja

u sP s2-h2+-he
3.5 B; (s)= —m T+ 2h+
@5) i e mp (2h-+o)
w przypadku gdy f=1 i h==0 osigga w punkcie
(3.6) st=c+h—op

maximum na przedziale [c+h —p, c+h+g].

Natomiast dla 0 << <1 lub h>0 funkcja B, (s) osiaga w punkcie s*
maximum jesli spelniona jest nieré6wno$é¢ s* = s*, gdzie s¥, jest jedy-
nym na przedziale (0, c+h+p) pierwiastkiem réwnania

(3.7) s#1 —m (1+h)? (s2— h2 — he)=0,

jezeli natomiast s* > s%, to funkcja ta osigga wowczas maximum
w punkcie s¥. Maximum to wynosi odpowiednio:

, = _(cth—o\f , mBo(c—o)
ol T 5 i ’ =] +

(3.8) Ny(r)=Ny(r; B, h, m) ( TTh ) ct+h—o

(3.9) Na(r)=Na(r; B, h, m)=Bi(s*,)

Dowédd. W przypadku f=1 i h=0 z (3,5) otrzymujemy B,(s)=s(l —
— m)+me a stad wynika teza. W przypadku 0 <<f <1 lub h > 0 mozna
wykaza¢ ze rownanie (3.7) ma w przedziale (0, c+h-p) doktadnie jeden
pierwiastek s=s*, oraz B,  (s) >0 dla s€(0,s%) i B, (s) <0 dla s €& (s*,
e~Fh-=p).
Tym samym funkcja Bi(s) przyjmuje w przypadku gdy s*;<Cc+th—p
maximum na przedziale [c+h—9, ct+h+p] w punkcie s*;=c+h—p,
natomiast gdy s*,>c+h—po, to funkcja ta osigga swoje maximum
w punkcie s%,.

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Dla dowolnej funkeji F € Y'* (B, m) i dla kazdego usta-
lonego z, |z|=r <1 oraz przy ustalonych «, § i m zachodzi dok}adne
oszacowanie
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3 : l,[ _ZF_(Q]‘
(3.10) 1el 15 o) ’<
ct{(m—1)p, gdy p=1 i h=0
( ctth —g \5+ mpBolc—p), gdy 0<<B<<1lubh>0

\  1+h ) c+h—p oOraz s%H<{sH
IBl(s %), gdy 0 <<B <1 lub h > 0 oraz s* <<s*
gdzie s* 1 B; okreslone sg odpowiednio wzorami (3.6) i (3.5) natomiast
s* jest jedynym w przedziale (0, c+h+¢) pierwiastkiem réwnania (3.7).
Znaki réwnosci w oszacowaniu (3.10) realizujg odpowiednio funkecje po-
staci

=g

2
(1 —+ e~ imozm) m»

A

(3.11) F¥y(z)=

1 — 2q) e~imegm \)5 1_dx

1 +e—imexm | X

(312) Fh@)= %exp H i ( L=

1 — 2Kpe—imoxm — (1 — 2¢)e—2imog®m\f 1dx
i o = ax
(313) Fh(2)= exp ‘ 1 ( = =
gdzie
i g (f—h) (hrm) — (1 — )

2r™ (s*;— h)
Powéd. Oszacowanie (3.10) wynika z lematu 2. Wykazemy, ze 0szaco-
wanie to jest doktadne. Oznaczmy przez p* funkcje rodziny P,(m), dla
ktorej zachodzi rownose

(3.15) p*i(rei®) +h=s%

gdzie 0 <T@ << 2w, s;=c+h—o.

Z lematu 1 (por. [1] str. 70) wynika wowczas, ze d=p oraz y= —I1.

Stad z kolei mamy: 4,=0 lub 2,=0 lub B,=f,, co w konsekwencji daje
1+gzm

3.16 o) =———— [g|=1

( ) P*i(2) 1 egm | i

Z (3.15) i (3.16) otrzymujemy = —e—ime,
Po podstawieniu do (3.16) otrzymujemy
1 — e—imezm

0 * —
(317) ==

Niech F*, bedzie funkcjg klasy Xj(ﬁ, m) postaci (2.1) (por. lemat 2.1
[3]), gdzie na miejsce p podstawiamy funkcje p*; okreslong wzorem (3.17).
W konsekwencji otrzymujemy funkcje postaci (3.12). Podstawiajgc
w (3.12) B=1 i h=0 otrzymamy (3.11).

Oznaczmy nastepnie przez p,** funkcje rodziny P,(m) dla ktérej za-
chodzi réwnosé
(3.18) pi*¥(rel?) +h=s,*

11



gdzie 0 << @ << 2, s,* okreélone jest w tezie twierdzenia. W punkcie s;*
funkcja By(s) osiagga maximum, wiec z nierownosci re (e—ity) <<1 wobec
t=0 otrzymujemy n=1 czyli n,-n,=1. Z (3.18) i lematu 1 (por. [1] str. 70)
wynika, ze y=Y. Stad z kolei mamy

(3.19) (1 —m2):A=0
Mozna wykaza¢, ze w tym przypadku rownosé¢ n;=n, nie moze zachodzié.
Z (3.19) mamy wigc A=0 co pocigga za sobg na podstawie (2.4)

1 — &g 22
1 — (g1 +&5) zm 48, - g,22m
Z roéownosci my'n.=1 ofrzymujemy e -e,=e—2%m? Oznaczajac: & +e,=2K
e~im? otrzymujemy z (3.20)

(520 R 1 _ 9Ke—imozm | g—2imgz2m
Stad i z (3.18) wyznaczamy K okre$lone wzorem (3.14). Oznaczmy na-
stepnie przez Fy* funkcje klasy Z:(B, m) postaci (2.1) (por. lemat 2.1
[3]) i podstawiajac za p funkcje p,** okre$lona w (3.20) otrzymujemy
funkcje postaci (3.13). Mozna pokaza¢, ze funkcje postaci (3.11), (3.12)
i (3.13) dla z=rel?, 0 << ¢ << 27 realizujg réwnosci w oszacowaniu (3.10),
co konczy dowadd.

Wniesek. W przypadku =0 z twierdzenia 1 i 2 otrzymujemy wyniki
[wzér (16) i (22)] zawarte w pracy [1], natomiast w przypadku m=1
otrzymujemy z twierdzenia 1 wzér (2.10) z pracy [2].

(3.20) pti(z)=

1 — e—2imoz2m
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Z. Pachulski
THE ESTIMATE OF THE FUNCTIONAL RE {— [1+zF” (2)/F’ (2)]}
DEFINED IN THE 3 (8, m) CLASS

The class of 2: (B, m) functions defined by condition (1,1) is discussed in this
paper.

Utilizing the relation between the 2; (B, m) class and class P of functions with
positive real part the estimate of the functional Re {— [1+zF” (z)/F’ (z)]} in the
51 o (B, m) class has been determined.
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