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Miary zgodno$ci porzadkéw liniowych

1. Porzadek liniowyvelementéw

11. Definicja
Relacja porzgdkujaca oznaczana zwykle przez , <", to taka relacja
dwuczolowa, ktéra jest jednoczesnie: .

— zwrotna A XS X s
X

— identytywna A s Xj OTaz Xj < Xi) = X=Xy
Xi, X5
— PpI zechodma A (%1 = x5 oraz xy < Xy) o X3 <X
: XXy, Xp € X :

Pare (X, ) nazywa sie porzadkiem elementéw lub zbiorem uporzad-
kowanym lub przestrzenia uporzadkowana. Gdy relacja porzadkujaca
jest ponadto spéjna, to znaczy gdy kazde dwa elementy %;,Xj € X pozo-,
staja w relacji x; < x; lub x; <<, nazywamy jg liniowo porzadkujaca,
a pare (X,<C) lancuchem lub porzadkmm hmowym (por. Maurin K.,
1971, s. 23).

Niech bedzie dany zbi6r elementéw materialnych E={e;}, gdzie
i=1,..,n, badanych ze wzgledu na dwie wlasciwosci X i Y. Niech zbiory
wlasnosei tych elementéw {x;} oraz {yi} wraz z relacja ,,<<! beda dwo-
ma porzadkami liniowymi, takimi Ze para (x;y:) jest para wilasnosci ba-
danych wlasciwosci X i Y i-tego elementu e; nalezgcego do zbioru E
(rys. 1).

e e, e : €n

, X

%) I R ) v S| Y ) SR e Y

Rys. 1. Zbi6ér E elementdéw e; oraz pary (xi, y3) wlasnosci elementéw e; ze wzgledu
na wia$ciwosei X oraz Y.
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W konsekwencji zbior dwojek par wiasnosci {[(xy,y1); (x3,y3)]) dla ko-
lejnych dwojek elementow (eje), gdzie i=%j nalezacych do zbioru E
pozwala wyrézni¢ nastepujace przypadki relacji pomiedzy wlasnosciami
elementow dwéjki (ei.e;).

L xSx;oraz y; <<yj

L xSx; oraz y;<<y:
III. xS x; oraz y; << yj
IV, x;Nx; oraz y;<yi

Oznaczmy przez:
a* — liczbe wszystkich przypadkéow I oraz 1V,
c* — liczbe wszystkich przypadkow II oraz III.

Ze wzgledu na obie wiasciwosci X oraz Y elementy i-ty oraz j-ty sa
uporzadkowane w przypadkach I oraz IV zgodnie (tak samo), natomiast
w przypadkach II oraz ITI niezgodnie (przeciwnie).

12. Miara zgodnoS$ci

Jako miare zgodnosei porzadkéw liniowych n(zp) przyjmuje sto-
sunek liczby dwojek uporzadkowanych do liczby wszystkich porzad-
kowanych dwojek:

= a s
)=
Miara ta moze przybiera¢ wartosci z przedziatu obustronnie domknigtego
[0,1]. W szczegolnosci wartos¢ zero przyjmuje wtedy, gdy a *=0, tzn. gdy
wszystkie dwojki sa uporzadkowane niezgodnie, oraz wartos¢ 1 wtedy,
gdy ¢ *=0, tzn. gdy wszystkie dwojki sa uporzadkowane zgodnie.

2. Porzadek liniowy klas elementow
21. Definicja

Rozpatrzmy teraz zamiast jednej relacji ,<” dwie relacje dwuczlo-
nowe ,,=" oraz ,,<”.
Relacja rownosci ,,="” jest jednoczesnie
— zwrotna A % X=Xy

X4
— symetryczna A X=X D X=X
X;,%X; € X
— identytywna A (xi1=33 oraz x3=xi) > X{=x3
X4, %3 € X
— przechodnia ‘A (%= OTAZ X;=Xi) = X=Xk
X4,X;,% € X : :

100



Relacja ,,<< jest jednoczesnie:

— asymetryczna A X < XXy < X
X;,%35 € X
— przechodnia A (3 <Xy oraz x; << Xx)=> X << Xk

3,5, Xk € X

Trojka (X,=,<) nazywa sie porzadkiem klas elementow. Klasa ele-
mentow LRIy kazdy taki podzbior V, zbioru X, ktéry spelnia wa-
runek: >\(,,k,€V1 x ¢ X=%; 1 %= %, gdzie 1=1,..s sSn.
Mozemy zatem napisa¢ (X,=, <) = (V, <) gdzie V jest zbiorem wszyst-
kich klas elementéw zbioru X. Pare (V,<{) nazywamy silnym porzgd-
kiem lub porzgdkiem klas elementow, a relacje ,,<C” silnie porzadkujaca.
Gdy ponadto relacja silnie porzadkujgca jest spojna w zbiorze V, to zna-
czy, gdy kazde dwa elementy wvi,v; € V pozostaja w relacji v <<wv; albo
v; <), nazywamy ja liniowo silnie porzadkujaca, a pare (V, <) silnym
faficuchem lub silnym porzgdkiem liniowym. W skrajnym przypadku
wszystkie klasy sg jednoelementowe. Dzieje sie tak wtedy, gdy w zbio-
rze X wszystkie pary wiasnosci sa rézne. Wowezas zbiory X oraz V sa
sobie réwne. Takie podejscie zaklada mozliwosé wystapienia roznych
wlasnosci elementéow, w przeciwnym razie grupowanie wlasnosci ele-
mentow w klasy wlasnosci rownych byloby bezsensowne. Jest ono nie-
sluszne tylko wtedy gdy:
— kazde dwie wiasnosci wyroznionej wlasciwosci sg a priori rozne,
— rozpatrujemy wlasnosci danej wlasciwosci badanych elementow,
obiektywnie jako rzeczywiscie wystepujace, a nie subicktywnie z punk-
tu widzenia podmiotu porzadkujacego, o ktorych tylko mozemy mowié.
Niech zbiory wiasnosci {x;}, {yi} elementéw zhioru E={e;} wiadciwosci
X i Y bedg poklasyfikowane w klasy wlasnosci elementow {v;}={x}
oraz {u} ={yi}. Niech pary (V,<) oraz (U, <) beds silnymi poxzadka—
mi liniowymi. Wyrézniamy wtedy nastepujace przypadki:
— wiasnosci x;,%; nalezg do réznych klas oraz

wlasnosci y;,y; naleza do réznych klas
— wiasnosei x;,x; nalezg do roznych klas oraz

wiasnosci y;,y; naleza do tej samej klasy
— wiasnosci x,x; naleza do tej samej klasy oraz

wlasnogci yiy; naleza do roznych klas
— wilasnosci x;,%; naleza do tej samej klasy oraz

wiasnosci yi,yy naleza do tej samej klasy.
Jezeli wlasnosci x;,%; naleza do tej samej klasy, to wowczas sg rowne,
czyli x;=x;. Jezeli wlasnoSci x;,x; naleza do réznych klas, to wowczas
x;<C x; albo x; < x;. Mozemy wiec napisac:
1.1, x <x; oraz y; <<yj
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1.2, x; <z oraz ¥y < yi

1.3. x<zx; oraz yy <<y

14, x;<<x; oraz y; <yj

21. x<xy oraz y;=1y;j

2.2. x;<<¥ oraz y; =yj

31. x;='x; oraz y; <yj

3.2, x=x; oraz y; <<y

4. X; =X oraz yi =yj

. Oznaczmy przez:

a; — liczbe wszystkich przypadkéw 1.1. oraz 1.2,

a; — liczbe wszystkich przypadkow 4.

b; — liczbe wszystkich przypadkow 2.1. oraz 2.2.

by — liczbe wszystkich przypadkow 3.1. oraz 3.2.

¢ — liczbe wszystkich przypadkow 1.3. oraz 1.4.

i przyjmijmy, ze:

a=a,;+a;, b=b;+b,.
Ta sama dwojka elementéw (eje;) moze byé uporzadkowana ze

wzgledu na dwie wiasciwosci X oraz Y:

— calkowicie zgodnie, czyli tak samo, w przypadkach 1.1., 1.2, i 4,
a wiec gdy i-ty element jest ze wzgledu na obie wlasciwosci wiekszy
od j-tego, mniejszy od j-tego, rowny j-temu,

— polowicznie zgodnie oraz polowicznie niezgodnie w przypadkach 2.1.
2.2. oraz 3.1., 3.2, a wiec gdy elementy i-ty i j-ty sa rowne pod-
wzgledem nasilenia dokladnie jednej z dwu badanych wlasciwosei,

— calkowicie niezgodnie, czyli inwersyjnie w przypadkach 1.3., 1.4,
a wiec gdy element i-ty jest wiekszy od j-tego ze wzgledu na jedna
badana wlasciwos¢ i réwnoczesnie mniejszy ze wzgledu na druga.

W konsekwencji interpretujemy:
a — liczba wszystkich dwoéjek uporzgdkowanych zgodnie

b — liczba wszystkich dwéjek uporzadkowanych polowicznie zgodnie
oraz polowicznie niezgodnie

¢ — liczba wszystkich dwoéjek uporzadkowanych niezgodnie.
2.2. Miary zgodnosci porzadkéw liniowych klas elementow

W takim stanie rozpoinania sytuacji mozna zdefiniowa¢ miare zgod-
nosci. porzadkéw liniowych klas elementow jako stosuneck sumy liczby
wszystkich dwojek uporzadkowanych zgodnie i . polowy liczby wszyst-
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kich dwoéjek uporzadkowanych polowicznie zgodnie do liczby wszyst-
kich dwoéjek porzadkowanych, czyli
_at0,5b

atc+b
Miara ta przybiera wartosci z przedzialu obustronnie domknietego [0,1].
W szczegélnosci miara zgodno$ei porzgdkéw liniowych m(zp) przyjmuje:

m(zp)

— wartoéé zero, gdy dwa porzadki sg calkowicie miezgodne, to znaczy

- gdy zadna dwoéjka elementéw nie jest nawet polowicznie zgodnie
uporzadkowana, a wiec gdy a=b=0,

— wartosé 0,5, gdy liczby dwoéjek uporzgdkowanych catkowicie zgodnie

i calkowicie niezgodnie sg réwne, a wiec gdy a=c,

-— warto$é 1, gdy dwa porzadki sa catkowicie zgodne, to znaczy gdy
wszystkie dwojki elementéow sa uporzadkowane calkowicie zgodnie,

a wiec gdy b=c=0.

Odmienne od miary zgodosci porzadkéw liniowych m(z;) miary
wspotuporzadkowania przyjmuja wartosci z przedziatu obustronnie dom-
knietego [—1,+1]. Sa to wspoélczynniki v Kendalla, t* Zimnego, uj Gutt-
mana, o Spearmana oraz y Kruskala-Goodmana. Wyjatek stanowi
wspolezynnik konkordancji W, czyli zgodnosci rang, Kendalla, ktory
przyjmuje wartosci z przedzialu obustronnie domknietego [0,1]. Dzieje
sie tak dlatego, ze wspolczynnik ten przeznaczony jest do badania zgod-
nosci miedzy dowolng liczbg uporzadkowan, co wyklucza pojecie upo-
rzadkowania dokladnie przeciwnego. Zaletg wspoéiczynnikéw przyjmu-
jacych wartoci z przedzialu [—1,+1] jest to, ze dla uporzadkowan,
w ktorych przewazaja pary niezgodnie uporzadkowane, przyjmuja one
znak ,—".

Réznosé przedzialdéw zmiennosci miar jest tu jednak nieistotna,
poniewaz za pomocg funkeji liniowej mozemy doprowadzi¢ do ich réw-
nosci. Gdy za obszar zmiennosci przyjmiemy przedziat [—1,+1], miara
m(z,) przybiara postac:

a—c
a+tb+c
i jest poréwnywalna z innymi miarami zgodnoéci porzadkow. W tym
celu jednak trzeba przedstawi¢ je w jezyku tych samych oznaczen.

m’(z5)~=

Otrzymujemy zatem:

2% Nre—C . o @j—c
V (a1 Fc+by)(a; +c+by) a;te
e a; —c¢— 0,5b i a;—¢
a;+c+0,5b i a+c+b
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Pozostate wspélezynniki ¢ Spearmana oraz W Kendalla sg miarami zgod-
nosci statystycznej rang. Przez range elementu rozumiemy funkeje nu-
meru jego miejsca w zbiorze elementéw uporzadkowanym ze wzgledu
na wyrézniong zmienng X. Dokladniej wspoiczynnik ¢ Spearmana jest
wspblezynnikiem korelacji liniowej r Pearsona miedzy rangami elemen-
tow uporzadkowanych ze wzgledu na zmienne X i1 Y. Natomiast wspoi-
czynnik W Kendalla dla dwu zmiennych X i Y jest stosunkiem korela-
cyjnym miedzy rangami elementéw uporzadkowanych ze wzgledu na
te zmienne. Na podstawie tych wspolczynnikow mozemy stwierdzi¢, czy
istnieje, a jezeli tak, to jak silna jest korelacja miedzy rangami, a tym
samym miedzy porzadkami liniowymi.

2.3. Analiza porownawcza miar zgodno$ci porzadkéw liniowych klas
elementow :

Wspélczynnik 1 wydaje sie by¢ merytorycznie nieuzasadniony, a co
najmniej trudno poréownywalny ze wzgledu na zawilos¢ mianownika
zaczerpnietego z miar zgodnosci statystycznej. Pozostajg wiec do dalszej
analizy porownawczej cztery wspotezynniki, 7%, v, u i, m(zp).

Wspolezynnik t* jest oparty na mierze niezgodnosci wyrazonej sto-
sunkiem liczby, I, stanowiacej sume stwierdzonych przestawien, inwersji,
plus polowe sumy poélprzestawien, semiinwersji, do liczby, Lnax, czyli
maksymalnie mozliwej sumy przestawien plus polowy sumy polprze-
stawien, ktére moga wystapi¢ miedzy dwoma zadanymi porzgdkami li-
niowymi przy stwierdzonej liczbie relacji rownosci oraz relacji mniejszy
badz wiekszy (nie wystepuje to przy pozostalych wspélczynnikach). Ta-
kie zalozenie powoduje zmniejszenie Imax, @ W konsekwencji zwieksze-

nie stosunku __!

Jktéry moze przyja¢ wartosé rowna jednosci dla kaz-

dych dwéch po;?za;dkéw liniowych, w ktorych:
— liczba  grup elementéw réwnych oraz liczno$é tych grup jest réwna,
— w kazdym porzadku wystepuje choé¢ jedna nier6wnosé.

Jezeli we wspélczynniku t* zamiast Imax=a;+c+0,5b przyjmiemy
Imax=a;tc+b, to otrzymamy wspétczynnik w? L. Guttmana. Obydwa
te wspolezynniki nie uwzgledniajg dwoch elemetow réwnych ze wzgle-
du na obydwie badane wlasciwosci, poniewaz kazda takg dwojke trak-
tuja zawsze tak, jak jeden element. ’

Natomiast, jezeli przyjmiemy Imax=a-c+b, to otrzymamy wspol-
czynnik m(zp). Jak wida¢, te trzy wspoélezynniki rézniag sie tylko tym,
jaka liczbe inwersji przyjmiemy za maksymalnie mozliwg do osiggniecia.

Czwarty wspolezynnik v Kruskala-Goodmana okresla Imax=a;tc
oraz I=c, nie za$ jak pozostale I=c-+0,5b. Rozni sie wigc nie tylko
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okre$leniem maksymalnej liczby inwersji, ale takze okresleniem liczby
inwersji wystepujaeych miedzy dwoma porzgdkami liniowymi, nie bio-
rac pod uwage polinwersiji.

wzor przy przedziale zmiennosci
Tmax —T i Tmax .
[0.11 [—1,+1]
m(zp) a+0,5b ¢-+0,5b a+ec+b
p.:’ a,1+0,5b c+0,5b a;+c+b ; I : 21
= Tmax Tonax
% a; c+0,5b a;+c+0,5b
Y ap c a;te

Tabl. 1. Liczby inwersji T oraz Imex dla poszczegédlnych miar zgodnosei porzadku
liniowego.

Najbardziej uniwersalny wzér podal Z. Zimny (1974, s. 180), gdzie przez .
odpowiednie zdefiniowanie I oraz Inay (por. tabl. 1) mozemy otrzymaé
pozostale trzy Wspélczynniki.

Z kolei przedstawiajac powyzsze wspolezynniki jako miary zgodnosci
porzgdkéw liniowych, ktorych obszar zmiennosci jest przedzialem obu-
stronnie domknietym [0,1] otrzymujemy nastepujace wzory:

e a+0,5b iy= a;1+0,5b
T Bt ateth
’ ay ’ ap
) e =
a;+c+0,5b & ~agte

Z powyzszego wynika, ze m(zp) == (n} ) = (1*), gdzie réwnosci zacho-
dzg tylko wtedy, gdy b=a,=0, ponadto za$ m(zp)=(w?) gdy a,=0
oraz w 2 =tv* gdy b=0. Stad dla uporzadkowan, w ktoérych nie ma
elementéw rownych, wszystkie te wspolezynniki sa tozsame.

Wspoélezynnik m(z,) dopuszcza wszystkie pary réwnoprawnie uwa-
zajac przypadki 1.1., 1.2, 4. za zgodne .

Wspoltezynnik w?! mnie bierze pod uwage przypadkéw 4., poniewaz
traktuje podzbiory dwojek elementéw réownych ze wzgledu na obie
wilasciwoscl jako jedng pare wiasnosci jednego elementu.

Wspotezynnik %, podobnie jak wspolezynnik u? , nie bierze pod uwa-
ge liczby przypadkow 4., a ponadto interpretuje przypadki 2.1, 2.2, 3.1.,
3.2. polowicznie zgodne i polowicznie niezgodne, jedynie od strony ich
niezgodnosci, stad 0,5b w mianowniku, oraz brak 0,5b w liczniku.

Wspolezynnik vy, podobnie jak wi oraz t*, nie bierze pod uwage
liczby przypadkow 4., a ponadto nie uwzglednia przypadkéow 2.1., 2.2,
SR 32 { P b
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Traktowanie elementéw réwnych ze wzgledu na obie wiasciwosci za
jeden powoduje, ze w przypadku gdy mamy cigg elementéw rownych,

nie mozemy obliczyé wartosei wspolezynnikow u §

i v oraz y, bo nie -

mozna méwi¢ o porzadkach jednoelementowych, a tym bardziej o ich
zgodnos$ci. Natomiast wspélezynnik m(zp) traktuje ten zbior elementow
jako zgodnie uporzadkowany ze wzgledu na badane wlasciwosci 1 przy-

biera wartos¢ 1.

Wyniki analizy poréwnawczej zwiazkow miedzy miarami zgodnosci
porzadkow liniowych klas elementéw przedstawiaja rysunki 2, 3, 4 i 5.

A pe, Ty
rd A
/,/
/4
2
e
///
- Vi
“' F/74 7 + ;
A m(zp)
A
///
g
4
/, 4
L

Ay=Bg=Cy=(0,0)

legenda
—u
b A

—. T

Rys. 2. Zalezno$ci miedzy wspélezynnikami m(zp) a y‘u , T, v, przy zaloZeniu, ze

b=a;=0.
"
s, Taly B,=C, = (0,0)
44 0 10,500
/,"; (d,+b +C ) O)
7 .
% 7 25b
// W Azx(o’—\a,+c+o,5b
= B, 7
2 >
// ‘/-/ 4 m(zp)
Ay
7~
-
ol

Rys. 3. Zaleznosci miedzy wspoiczynnikami mizp) a ‘;:

b >0, a;=0.
106

, ©, v, przy zatozeniu, e



{ a
AceB (2, 0)

Ar=B,=C, = (0, - 04— *20‘)

Rys. 4. Zalezno$ci migdzy wspélczynnikami mizp) a u & , % v, przy zalozeniu, ze

h=0, a; > 0.
a
/u'cy '}3’ B.;’CQ-(my 0)
1 A, +08%h
A (grlaatsn o)

=(0, - G2 t08b
Al (07 01*0.513‘20, )

-‘j Bg Il, / 4
7 /As i(zp)

8,2(0, -

e&"‘ 20y )

- as
Czs(t.)' Qg*Zd,Qb)

Rys. 5. Zaleznosci migdzy wspolczynnikami m(zp) a ga‘ , 7%, v, przy zaloZeniu, ze
b>0, ay > 0.

2.4. Sposob wyboru miary zgodno$ci silnych porzadkoéw liniowych

W wyniku przeprowadzonego wywodu mozna doj$¢ do wniosku, ze
wspolezynnik m(zp) jest najbardziej ogélny z czterech poréwnywanych
miar zgodnosci .porzadkéw liniowych. Bierze bowiem pod uwage najwie-
cej mozliwosel. Nie musi to znaczy¢, ze jest najlepszy, ale jest jedna
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z czlerech propozycji miary zgodno$ci, z ktérych mamy mozno$¢ wy-
bra¢ jedna zaleznie od przedmiotu i celu naszych badan.

Wybor wlasciwego z czterech oméwionych wspélezynnikéw zgod-
nosci porzadkoéw liniowych klas elementéw wymaga udzielenia sobie
odpowiedzi na ftrzy pytania tak skonstruowane, ze kazda odpowiedz
NIE $wiadezy o $wiadomej rezygnacji z uwzglednienia®okreslonych moz-
liwych przypadkow, ktére moga w badaniach wystapi¢, a ktére ba-
dacz uznaje dla celu badan za nieistotne lub nieinteresujace (rys. 6).
A zatem im mniej odpowiedzi NIE, tym miara jest bardziej ogolna,
a im wiecej, tym bardziej specjalistyczna. :

1. Czy dwojke elementéw rownych ze wzgledu na zmienna X oraz
zmienng Y nalezy traktowac za zgodna, a nie za jeden element? Inaczej,
czy jest sens mowi¢ o zgodnosci elementéw nalezacych do jednej klasy
warto$ci zaréwno zmiennej X, jak i Y?

2. Czy dwoéjke elementow rownych ze wzgledu na dokladnie jedna
zmienng X albo Y nalezy traktowaé za polowicznie niezgodna i rowno-
czesnie polowicznie zgodna? Inaczej, czy jest sens moéwié o polowicznej
zgodnosci i niezgodnosei elementéw nalezacych do jednej klasy wartosci
jednej zmiennej i do réznych klas drugiej zmiennej?

3. Czy dwojke elementéw rownych ze wzgledu na dokladnie jedna
zmienng X albo Y nalezy traktowa¢ za polowicznie niezgodng pomijajac
fakt jej rownoczesnej polowicznej zgodnosci? Inaczej, czy jest sens mo-
wi¢ o polowicznej niezgodnoéci elementéw nalezacych do jednej klasy
wartosci jednej zmiennej i do roéznych klas wartosci drugiej zmiennej
pomijajac jednocze¢nie fakt ich polowicznej zgodnosci?

Zastosied
.
!

Zastosu] ]
m (rip)

(e

Rys. 6. Schemat blokowy algorytmu wyboru jednej z czterech miar zgodnosci po-
rzadku liniowego klas elementéw.
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3. Analiza poréwnawcza miar zgodno$ci porzadku liniowego elementow
oraz klas elementow

Poréwnujac miare n(zp) zgodnosei porzadkéw liniowych elementow
z miarami n(zp), u} , 7%, v, zgodnosei porzadkow liniowych klas elemen-
tow ‘mozna wyznaczy¢ przedzial zmienno$ci n(z,) za pomoca funkcji
wielkosci liczbowych a, b, ¢ jako przedzial M obustronnie domkniety

M= a , a-+b
a+b-+c a+b+c
M m(zp) ne o v
a;=b=c=0 [0,1] 1 - = e
a=b=0 0 0 0 0 0
a=c=0 0,1 0,5 0,5 0 ==
ag
b=c= [ » 1 1 1 i 1
B a
a,=b=c=0 1 1 1 1 1
8;=h=0 { o, ;L__J L 0 0 0
as+e¢ at+c
2,+0,5b
a;=c=0 [0,1] _ayl-b 0,5 0 —
ay 5% 21 FOW LA ap
S0 a;t+c a;tc a;? a;tc .aITE
ay a;+90,5b a;+0,5b ap
Sl [T,J?b : ] atb aib ar+05b .
i b 0,5b 0,5b
a0 l & b+ec ] b:Ec b+c 2 0
[y a a a; ay ay
=t [‘;:c' atc ] Tate | Tatc atc At
I' a a-+0,5b a;+0,5b a
5y l=ened ] atb “atb | at0pb -
a,t+b a»+0,5b 0,5b
e=t] [ arFbtc ] atbte | bic ? g
= ) a;+b a;+0,5b 2,£0,5b a a
2% "artbtc I aitb+c | atbre |atosbre| ate

Tabl. 2. Wartosci wspélezynnikéw m(zp), u':, , ©%, vy przy zalozeniach dotyczacych
liczby dwéjek elementéw trwale zgodnych a;, chwiejnie zgodnych a,,
polzgodnych i péiniezgodnych b, niezgodnych c.

Uwaga: Przypadek a=b=c=0 moze zaj$¢ tylko wtedy, gdy mamy jeden
element, a wtedy nie ma sensu méwi¢ o jakimkolwiek perzadku, a tym-
bardziej o jego mierze.
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Wyrézniamy dwa zasadnicze przypadki:

8,=b=0 — woéweczas przedzial M redukuje sie do punktu a_:__
a+c
oraz zachodzi réwnos$t n(zp) = m(zp)=p} =1 =+ (tabl. 2),
a; 7 0 lub b= 0 — woéwezas zachodza relacjem(zp) € M, pf €M, v €M,
yE&M. :

Z przytoczonych relacji nalezenia do przedzialu M wynika, ze dla
danych dwoch porzadkéw liniowych miara n(zp) moze przyjmowaé war-
tosci zarébwno wigksze, jak i mniejsze od wartosci rozpatrywanych miar.
W mierze n(z,) uwzgledniliSmy tylko relacje ,,<”, wobec czego wszyst-
kie relacje miedzy wlasnosciami elementéw byly réwnoprawne, co nie
zachodzilo przy relacjach ,, =" i ,,<<". Jezeli wyréznilismy relacje réw-
nosci ,,=", to wowczas w przypadku gdy mamy grupe elementéw row-
nych, nie interesuje nas kolejno$¢ wewnatrz niej. Elementy tej grupy
stoja jakby obok siebie jako réwnoprawne, co w przypadku rangowania
znajduje swoj wyraz w tym, ze przypisujemy im takie same rangi. Jeze-
li wyrézniamy tylko jedng relacje nie wigkszy ,, <" badz nie mmniejszy
»w==", to kolejnoé¢ zadnych dwéch elementow nie jest obojetna (przypi-
sujemy im rézne rangi), mamy wtedy uporzadkowanie silne uwzgled-
niajgce mozliwo$¢ zachodzenia réwnosci miedzy wiasnoéciami badanych
elementéw.

I tak zbiér pieciu elementéw przedstawiony jako uporzadkowany zbiér
klas elementow

| (®)
SRARGE
I klasa II klasa III klasa IV klasa

mozna przedstawi¢ jako zbior elementdéw

@) e @i =0

D<@®@<®<® <06
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im wigcej bedziemy mieli relacji réwnosci ,, =7, tym wiecej mozliwych
kombinacji  przedstawienia tego za pomoca relacji ,S”, oczywiscie
w praktyce zawsze realizuje si¢ tylko jedna. e .

Zauwazmy ponadto, ze zachodzg réwnosci:
(3 y=a*+c*=a+b+c=a,+a,+b+byte
oraz, ze a* € [a;, a;ta,+b;+by]=[a;, a+b]
c* € [c, ctaz+b;+by]=[c, ct+a,+b]

Widzimy, ze dwojki elementéw, w ktérych zachodza przypadki 4. oraz
2.1 3. mogly naleze¢ poprzednio do przypadkéw I albo II. Jest to zro-
zumiate w przypadku pélzgodnosci i pélniezgodnosci, ale dlaczego dwéj-
ki reprezentujace przypadek 4. pominiete przez wspolezynniki pi,

" i vy oraz uznane za zgodne w mierze m(z,) byly uprzednio przypad-
kiem I albo II, czyli byly uznane za zgodnie uporzadkowane albo za
niezgodnie uporzadkowane? Taka zgodno$¢ nazywamy chwiejna albo
nietrwalg w odréznieniu od zgodnosci prezentowanych przez przypadki
1.1.1 1.2., ktérg nazywamy trwalg.

Wyrézniamy wiec dwojki elementow:

— trwale zgodnie uporzadkowane — przypadek 1.1.1 1.2. 1
— nietrwale zgodnie uporzadkowane — przypadek 4. I albo II
— polzgodnie i péiniezgodnie uporzadkowane -— przypadek

2..153: I albo II
— niezgodnie uporzadkowane — przypadek 1.3. i 1.4. I

Wspélczynnik y uwzglednia dwéjki trwale zgodnie i miezgodnie upo-
rzadkowane. Wspolezynnik t* uwzglednia ponadto dwéjki poélzgodnie
i péiniezgodnie uporzadkowane, lecz traktuje je tylko jako poiniezgod-
ne. Wspolezynnik p!  ponadto traktuje je takze jako péizgodne. Wspol-
czynnik m(z;) uwzglednia jeszcze dwojki nietrwale zgodnie uporzadko-
wane. Jak widaé¢ do kompletu brakuje jeszcze wspoélezynnika v**, ktory
uwzglednialby dwojki pélzgodnie i péiniezgodnie uporzadkowane trak-
tujac je jako tylko péizgodne i mialby wzér:
a,+0,5b—c 21

=1 __

a1+0,5b+c Imax
gdzie I=c oraz Ima.x=a,+0,5b+c,

Aok e

g
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T.M. ZIMNY

THE MEASURES OF CONCORDANCE OF LINEAR ORDERS

Summary

At the beginning the author defines the linear order of elements as a pair
(X,<0) and the linear order of classes of elements as a three (X,=,<), or eguiva-
lently as a pair (V,<), where X signifies a set of elemnts, and V —a set of classes
of equal elements.

Further on he pxesentb the measures of concordance of linear orders n(zp),
of strong linear orders m(zy), and still the measures of coordination Z. Zimny’s
¢, L. Guttman’s pé and Kruskal-Goodman’s y as measures of sfrong linear orders.

Finally he analyses the above mentioned measures, and in result of comparing
them he indicates the proper conditions that each of them ought to be applied .in.
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