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W sprawie ogé6lnej systematyki miar wspoluporzadkowania

Wstep

Spostrzeganie i poréwnywanie wilasnosci elementéw materialnych
prowadzi do ich mierzenia w szerokim tego stowa znaczeniu, a wiec do
ich rozrézniania i budowy skal klasyfikacyjnych, do ich porzadkowania
i budowy skal porzadkowych, wreszcie do ich mierzenia w $cistym tego
stowa znaczeniu przy uzyciu umownych jednostek miary i budowy skal
przedzialowych i stosunkowych. Elementy materialne mozna poréwny-
wat ze wzgledu na wiele ich wiasciwos$ci i mozna bada¢ scislos¢ zwiazku
miedzy wyrédznionymi ich wiasciwoéciami. Jes$li mierzymy dwie wiasci-
wosci pewnego zbioru elementow na skalach porzadkowych mocnych lub
stabszych, to Scistos¢ zwigzku miedzy tymi wiasciwosciami okreslamy
zwykle za pomoca dwu réznych miar:

1. wspolezynnika ¢ K. Spearmana (1906)

2. wspoélczynnika t M. Kendalla (1938) w oparciu o weczeéniejsze osiag-
niecia Greinera (1909) oraz Esschera (1924).

1. Wspélczynnik o K. Spearmana. Jego geneza i znaczenie

Wspolczynnik ¢ K. Spearmana nie jest klasyczna miarg wspétupo-
rzgdkowania dwu zbiorow elementéw, lecz miarg wspoizaleznosci rang
poszczegolnych elementéw tych zbioréow. Jest wspéiczynnikiem r Pear-
sona

__Ccov(x,y)

1.1)
s(x) s(y)
gdzie cov(x,y) — kowariancja zmiennych x oraz y.
s(x), s(y) — odchylenie standardowe odpowiednio zmiennej x, y

stosowanym przy zalozeniu, ze pomiary wilasnosci elementéw sa réwne
ich rangom, czyli numerom miejsc zajmowanych w zbiorze uporzadko-
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wanym wedlug niemalejacego (rosngcego) albo nierosngcego (malejacego)
natezenia badanej wlasciwosci. Wyprowadzenie wzoru wspotczynnika o
K. Spearmana ze wspélczynnika korelacji liniowej r Pearsona przy po-
wyzszym zalozeniu dokonam najpierw jako wzoru gs dla zbioréw silnie
uporzadkowanych, a wiec nie zawierajacych elementéow réwnych pod
wzgledem natezenia badanej wiasciwosci, a nastepnie jako wzoru oy dla
zbioréw stabo uporzgdkowanych, czyli zawierajacych elementy réwne ze
wzgledu na badang wilasciwosé (SciSlej: niecdréznialne albo roznigee sig
nieistotnie mato). Oczywiste jest, ze wspélczynnik g5 jest szczegdinym
przypadkiem gyw.

11. Wyprowadzenie wspolczynnika gs dla uporzad-
kowan silnych

W dwu zbiorach wiasnosci elementow (x), (y) silnie uporzadkowanych
zachodzi:

x=y= i m+1) (1.2)
2=y =—y3 | x— n+1)] x: — (@t (1.3)
n = n =
) 1 ¥
> 1| 5i— +1
covtry)=——F [ m——— 1] [ ———at0)]
=L S (b (1.4)
n

i=1 &
We wzorze (1.3) pc7csta]e dalej do przeksztatcenia wedlug przyjetego

zalozenia wyrazenie Txf a we wzorze (1.4.) wyrazenie Z %iYi, Przy-

stepujac wiec, najpierw do przeksztalcenia wyrazenia Przedsta-
n
wiam Z x5 dla s=1, 2, 3, ..., m w postaci wielomianu
i=1
: n
Yamnt 3;€ Rn
i=1
S 3 1
> %t = an (131)
i=1 i=1
Stosuje metode indukcji matematycznej
n+1 n .
M x3 = Yan+1)t (1.3.2.)
i=1 i=
przeksztalcam
k . i i L o it i
glas(n+1)‘— Z Z ( j ) nl—1=h§;o§h a; ( -l__h)nh (1.3.3))
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Podstawiajac (1.3.3.) do (1.3.2.) i odejmujac stronami (1.3.1)
otrzymuje:

(nt1p=3 [ﬁ” a;(_ - ) 0" —awa | (13.4)
h

h=oli=
ezyli
s s ) il iy ket ( i ) ”
hgo( h E: hgo[izhjll i—h ] 2 (k43
Dwa wielomiany sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy wspélczynniki przy
tych samych potegach sa réwne. Wielomiany (1.3.5.) sg réowne, stad
k=s. Otrzymujemy nastepujacy ukiad rownan:

(s)—§’ af )gdzieh=o1 g (1.3.6))
by i h Ml s

Jest to uklad s+1 rownan schodkowych z s+1 niewiadomymi taki, ze
w s+1-szym réwnaniu wystepuje 1 niawiadoma, a w l-szym réwnaniu
wystepuje s+1 niewiadomych.

Po rozwigzaniu tego ukladu réwnan dla s=2 otrzymuje:

e Ml v e 12
o1 6 )y 42 9 » 43 3
czyli
L 1 1 1 il
D= : n+ n2+ 7 = n(n+1) 2n+1) 1.3.7.)
=1
Po podstawieniu (1.3.7.) do (1.3.) otrzymuje:
SX=sy)= —— (@ —1) (1.38)
n
Z kolei przyjepuje do przeksztalcenia wyrazenia > xiy;
i=1
n it n 1 n 1 n
Dl EYiese e it Sy — e S S (o) (1.4.1)
i=1 2 i3 2 = 2 =
podstawiajac (1.3.7.) otrzymuje:
n 1 1 n
>xiyi= 2 (n+1) (2n+1) ol S —ya)t (1.4.2)
i=1 i=1
Podstawiajac (1.4.2.) do (1.4.) otrzymuje:
1 s
AT e e A s R (1.43)
=1

Podstawiajac (1.3.8.) oraz (1.4.3.) do (1.1.) i przyjmujac, ze x;—y;=d;
otrzymuje:

6% dz
DI (15)

N =]
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12. Wyprowadzenie wspoéitczynnika ow Spearmana
dla uporzadkowania stabych

Dane sg dwa zbiory wiasnosci elementéw stabo uporzadkowane, a
wiec zawierajgce elementy rowne pod wzgledem obserwowanych wiagei-
wosci, a w nich px grup elementow rownych w k-tym zbiorze (k=1,2)
i kazda grupa elementéw rownych zawiera t; elementow (=12, ... , px)-
Suma kwadratéw t; rang elementéw roéznych poczawszy od k+1, a skon-
czywszy na k+t; jest rowna:

1
; (k+1)2:%(2k+2t1+1)(k+ti+1)(k+ti)— l (2k+1) (k+1)k (1.6.)
=11
po przeksztalceniu (1.6.) otrzymuje:
t
M (e+1)2=k2t kit +1) + —fls*ti(tﬁ-l) @2t +-1) (1.6.1.)
1=1
Natomiast suma kwadratow t; rang elementéw réwnych jest rowna:
i 1 1
S s =T (t5+1)]2:k2ti+kti(ti+1)+T ti(t;+1)2 (L72)
=1 2
Roznica miedzy (1.6.) i (1.7.) wynosi zatem:
1 1 i
= (2t +1) (ti+1)ts 5 (t;-%-l)?t;:T (2 —D)ts (1.8.)
Stad: wariancja s?(x) zmniejszy sie o
1o 1
= 82— Dti=—— Ty 1.9a.
i tzzl( =il o )
wariancja s(y) zmniejszy sie o
P, 1
— Y & —1);=——T 1.9b.
o %:1( i—1 =T (1.9b.)
a kowariancja cov(x,y) zmniejszy sie o
1
(i ) (1.9:c.)
2n
W rezultacie otrzymuje:
i
s*(x)= (2= st (1.10.1.)
2 n
1
2(x)= m2 —1)———="T 1.10.2.)
n
cov(x,y)= 1 m2 —1) ——— (T +Ty) o a2 (1.10.3.)
TR Ty o & “Lil

Podstawiajac (1.10.1.), (1.10.2.) oraz (1.10.3.) do 1.1) otrzyfnuje:

nm?—1) — 6(Tx+Ty) —6 3 4
- i=1

O™ Tme—1) — 12T,] [n(m2 — 1) —12T,] )"
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Wzér gy (1.11.) przybiera posta¢ wzoru gs dla wartosci Ty=0 oraz
Ty=0, tzn .wtedy gdy pi=p.=0. Wzér ¢s stanowi wiec szczegblny przy-
padek wzoru Q.

2. Wspolezynnik v M. Kendalla, jego geneza i znaczenie.

Wspétezynnik = M. Kendalla bazuje na liczbie inwersji (przestawien)
miedzy dwoma zbiorami uporzadkowanymi. Jest wiec klasycznym wspoi-
czynnikiem wspotuporzadkowania dwu zbioréw elementow wedlug ba-
danych wlasciwosei (zmiennych). Podobnie jak poprzednio przyjrzymy
sie najpierw wspoétczynnikowi v M. Kendalla dla uporzadkowan silnych,
a nastepnie jego uogodlnieniu na uporzadkowania stabe.

21. Wspo6lczynnik 7 M. Kendalla dla uporzgdko-
wan silnych

M. Kendall definiuje wspolezynnik 75 [5] w nastepujacy sposob:

7= L_ 1 (2.1.)
nn—1)
gdzie n — liczba elementow w probie

R — liczba przypadkéw dla ktérych zachodzi réwnoczesnie
(x: < x;) oraz (y; <yj) hadz (x; > x;) oraz (y; > yj)

Obliczajgc maksymalna liczbe inwersji Imax

[ 1
e ( ;‘ ):T n(m—1) (2:2)
oraz faktyczng liczbe inwersji I latwo wykaza¢, ze
R T (2.3)

Podstawiajac (2.3.) oraz (2.2.) do (2.1.) latwo otrzymaé postaé wprowa-
dzona przez Z. Zimnego [12]

21

Ts=1—

(2.1a)

Imax

22. Wspoéteczynnik tv, M. Kendalla uogélniony na
uporzgdkania stabe

Gdy zbiory badanych elementow daja sie uporzadkowaé¢ jedynie sta-
bo, tj. gdy zawierajg elementy rowne pod wzgledem wiasciwosci badanej,
M. Kendall proponuje nastepujaca poprawke uogoélniajacg. Przyjmijmy,
ze w k-tym zbiorze uporzadkowanym dla k=1,2 mamy pi grup jedna-
kowych elementéw i kazda z tych grup ma t; elementéw gdzie i=1,..., px.

Py “
Maksymalna liczba inwersji zmniejszy sie dla k-tego zbioru 02 ( b ) s
=1 2

67



W tym miejscu M. Kendall zrobit krok teoretycznie niepoprawny aczkol-
wiek numerycznie dajacy dobre przyblizenie: Zamiast wzigé pod uwage
$rednig arytmetyczng zmniejszonych sum inwersji obydwu stabych upo-
rzadkowan wzial ich $rednig geometryczng. A przeciez operacjg charak-
terystyczng dla wspoélczynnika t jest dodawanie, a nie mnozenie, jak dla
r oraz 9. Wobec tego maksymalna liczba inwersji nie jest rowna jak
u M. Kendalla

el 2 )20 BN 3 AL EN]F e

lecz
t; n
2)+[( 2
i t

il 3 )20 I ,
5 =Bl 1 e e

=1
=1

jak to przyjat Z. Zimny (13).
Ostatecznie M. Kendall podaje nastepujacy wzoér uogélniony na uporzgd-
kowania stabe.

e (2.6)

Imax
gdzie S=R —1I, natomiast I jest liczbg inwersji, czyli liczbg przypad-
kow, dla ktorych zachodzi jednoczesnie (x; << x;) i (yi=>>y;) badz (xi > x;)
iy <yy)-

23. Wspotczynnik v* Z. Zimnego uogdélniony na upo-
rzgdkowania sitabe

Z. Zimny uznal koncepcje wspolezynnika v M. Kendalla za klasyczng
koncepcje miary wspotuporzadkowania opartg na liczbie inwersji w ba-
danych uporzgdkowaniach. Stwierdzil jednak, ze dla okreslenia liczby
inwersji w uporzadkowaniach stabych zachodzi potrzeba wprowadzenia
pojecia potinwersji (semiinwersji). Polinwersje moga wystepowaé¢ w oby-
dwu uporzadkowaniach gdy:

la) dla x; <zxy Vi=Yij
1b) dla x; > x; Yi=Y;
2a) dla x;=x; i<y
2b) dla x;=x; Vi>>Yj

Przy sumowaniu inwersji, jesli jednej inwersji przypisujemy wartos¢ 1,

to pélinwersji przypisujemy wartose , tak ze dwie poélinwersje sa

rowne jednej inwersji, co jest oczywiste, np.:
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¥i<y; Yi=y; Yi>y;j
1
x; <Xy 0 5 1
1 1
Xi=Xj = 0 Py
1
X;>X; 1 5 0

Transformujac wzér M. Kendalla w sposob nastepujgcy
2y
Iwmax
Z. Zimny zdefiniowal:
1 ,
Iy=at . (b+c)
gdzie a — liczba przypadkow dla ktérych zachodzi jednoczeénie
(x: <xy) i (y1>>y3) badz (x> x3) 1 (v: <73)
czyli a=I ze wzoru (2.6.1.)
b — liczba przypadkéw, dla ktérych zachodzi jednoczeénie
G=x) 1 (i <yy) badz (x=xy) i (y1>yy)
¢ — liczba przypadkow, dla ktérych zachodzi jednocze$nie
(5 <x) i (i=yy) badz (xi>xy) 1 (yi=y))
czyli b+c jest liczbg pélinwersji.
Podstawiajac (2.5.) oraz (2.7.) do (2.1a.) otrzymujemy:

G T - 2Pal+b+c -
(3)-—B(E ()]

3. Uogolnione wspoélezynniki korelacji

31. Uogodlniony wspodlczynnik I' korelacji M.

dalla

(2.1a)

2.7)

(2.8)

Ken-

Koncepcja obliczenia Imayx przez Kendalla wziela si¢ prawdopodob-
nie z jego wzoru na uogélniony wspélczynnik I', ktéry mial obejmowaé
wspoétezynniki r, ¢ i t jako przypadki szczegoélne, i wg ktorego wspol-
czynnik t mozna przedstawi¢ takze w postaci momentu iloczynowego:

ayjbsj
i

=]
= =1

%
> Day bi;
j §>%

I=TNJiSaN =147

i,

'M:x A%

3.1)
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gdzie a;; — jest oceng obserwacji nalezacej do zbioru X.
bi; — jest ocena obserwacji nalezacej do zbioru Y.

; " Todla v .
Prayiniie aij__[ 1 dla x; > x4 _ | dla y; > y;

Tleldla n<x T 1 da iy <y

otrzymujemy ze I'=t, lecz tylko dla uporzadkowan silnych.

n
Licznik 3 Yayby=R—1,

i=1 j>4 =18

a mianownik Y1 Yay= Zn Yby= ( ’; ):Imax.
R—1I

w rezultacie otrzymujemy, ze [=———=1

Imax
Jednakze wspoélczynnik t jest z natury inny od r i ¢ i wszelkie proby
przedstawienia jednego w postaci drugiego lub odwrotnie zdaja sie by¢
skazane na niepowodzenie.

32. Uogodlniony wspobdlczynnik korelacji (monoto-
niczno$ci) wy L. Guttmana

Duzo ciekawsza propozycje uogolnionego wspolczynnika korelacji
przedstawil L. Guttman [9], rozwijajac koncepcje wspéiczynnika I' M.
Kendalla. L. Guttman konstruuje swoj wspéleczynnik w nastepujacy
sposob:

niech (x3,y;) dla i=1,2, ..., n bedg parami obserwacji
1 dla x; > x; 1 dla y;>y;
niech  a = 0 dla x; = xy B;=1 0 dlayi=y;
—1 dla. x; < x4 —1 dla 33 <vy;

niech © @ =|ofy| P =|uy| OP =[By| © D = o]+ [Bss] — [ossBs]

oraz niech w{™ bedzie nie ujemna liczbg rézng od zera dla wszystkich
O réznych od zera, m=1, 2, 3, 4. Wtedy ogélny wspotczynnik kore-
lacji bedzie réwny:

m)g. ..
Wi(j 0155855

M=
M=

Il
ey

pm = (3.2.)
i By
1

ot
M

i
il
5

L. Guttman wyréznia trzy rodziny wspotczynnikow u@)
L. p{™dla ktorych wi™ < w{® jezeli badz x; < x; <X,
badz yi <y; <yx
2. p{™dla ktérych wi™ < w{Pjezeli x; <x; <xi, oraz yi <yj <yx
3. p/™dla ktérych wi™ =0{badz w{™ =const.
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4. Porownanie klasycznych miar wspéluporzadkowania

41. Porownanie wspoélczynnika u® L. Guttmana
oraz 1 M. Kendalla dla uporzadkowan silnych

W obecnych rozwazaniach interesuje mnie podana przez L. Guttmana
réwno$¢ u =r. Dla uporzadkowan silnych réwnose ta zachodzi fak-
tycznie. Latwo to wykaza¢ na podstawie wzoru:

n n
Y Yoy
S (£.1)
r X oy
i=1 j=1
ktory we wzorze (4.1): otrzymuje z (3.2) gdy wi;=const.

n n
— licznik )" " of; jest roznica podwojonej liczby przypadkow,

i=1 j=1
dla ktorych zla]chodzi X; > X; Oraz y; > yj, badz x; < x; oraz y; << yj i pod-
wojonej liczby przypadkow, dla ktorych zachodzi x; <<x; oraz y; > yj,
badz x; > x; oraz y; <<yj, gdzie odjemna (czyli podwojona liczba przy-
padkow x; > x; oraz y; > y; badz x; < x; oraz y; <<yj) stanowi podwojo-
ng liczbe par tak samo uporzadkowanych w obydwu ciagach i jest réwna
2R. Natomiast odjemnik (czyli podwojona liczba przypadkow x; <x;
oraz y; > yj, badz x;>>x; oraz y; <<y;) stanowi podwojong liczbe par
odwrotnie uporzagdkowanych w obydwu ciggach, czyli jest rowna 21, stad

H[\/J:

n
Z 135813 = 2R — 21 = 2(Imax — 2I) (4.2.)
— mianownik za$ jest rowny 2( r2‘ )=ZImax,

czyli Z Z O =2Imax (4.3)

=1 §=1

Podstawiajac (4.2.) i (4.3.) do (4.1.) otrzymuje:
= 2(Imax — 2I) 21
n

=1 =z
ZImax Imax

Warto tu zauwazy¢, ze dla uporzadkowan silnych w zadnej z macierzy
nie wystepuje zero poza gltowna przekatng.

42. Porownanie wspoéiczynnika p® L. Guttmana iv
M. Kedalla dla uporzgdkowan stabych
Dla dokonania tego poréwnania wyroéznitem 9 nastepujgcych przy-
padkow:
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Lp. przypadek a; By | cusBy 91(]‘“ Gi(jZ) 9:33) G)i(;,
(1)| x> x; oraz yi >y il 1 1 1 1 i 1
(2)| %1 > x; oraz yi=yj 1 0 0 0 1 0 1
3)| x> xj oraz yi <yj 1 —1 | —1 1 1 1 1
(4) | xi=x;j oraz yi > yj 0 1 0 0 0 1 i
(5) | xi=x; oraz yi=yj 0 0 0 0 0 0 0
®)| xi=x; oraz y;i <yj 0| —1 0 0 0 1 !
(M| % <xj oraz y; > yj —1 1 —1 1 1 il 1
8)| xi < x;j oraz yi=yj —1 0 0 0 ok 0 1
Q)| x:<xj oraz yi <yj —1 | —1 1 1 1 1 1

Liczbe wszystkich przypadkow (1) oraz (9) oznaczamy przez R.

Liczbe wszystkich przypadkéw (2) oraz (8) oznaczamy przez c.

Liczbe wszystkich przypadkéw (3) oraz (7) oznaczamy przez a.

Liczbe wszystkich przypadkow (4) oraz (6) oznaczamy przez b.

Liczbe wszystkich przypadkow (5) oznaczamy przez f.

Powyzsze oznaczenia sg zgodne z oznaczeniami stosowanymi wczeéniej.

Otrzymujemy, ze

n n
Y Y %fi=2(R —a) (4.4.1.)
=
n n
oraz Z Z 2(R+ta+btc) (4.4.2.)
i=1 j=1
nalezy zauwazy¢, ze suma R+a+b+c+f= ( f; ) (4.4.3.)
Podstawiajac (4.4.3.) otrzymuje:
R—a
@ =c———————— 4.4.
o' = TRiatbte L
badz uwzgledniajac (4.4.3.) otrzymuje:
po = _R—a (4.4a.)

=~ B

Wzér (4.4a.) jest najwygodniejszy do obliczania wartosci wspétezynnika
w® . Jaka jest roznica miedzy wspélezynnikami « M. Kendalla, a p{®
L. Guttmana dla stabych uporzgdkowan.

R—a ]
=

= (2.6a.)

72



Liczniki obydwu wzoréw sa takie same. Natomiast rézno$¢ mianownikow
powoduje, ze jezeli c~ 0 lub b4 0, to t~Aul? (przy czym t jest wtedy
najczesciej liczbg niewymierng). Wspotezynnik u® nie uwzglednia liczb
poélinwersji b+c wogodle, natomiast wspélezynnik t uwzglednia je tylko
w mianowniku i wigze dla obu zmianach multiplikatywnie.

43. Porownanie wspoétczynnika p® L. Guttmana
oraz v Z. Zimnego dlauporzgdkowania sltabych

Stosujgc powyzsza analize do wspélezynnika v Z. Zimnego dla sta-
bych uporzadkowan mamy:

Iy—a+ : (b+c) (21
3], 1
oraz Imax=( 2 )—— c+f) — —— (b+f
n St —— (b
czyli Imax=R-+a+ L (b+c) (4.5.)

2

Podstawiajac (2.7.) oraz (4.5.) do (2.1a.) otrzymuje:

2atb-+e g (b+e)]
—1_ = = : (4.6)
R+a+—-2 (o+c) R+[a+—2 (b+c)]
Dla b=0 oraz ¢=0 T=r=p @ = B—a
2 R+a
Dla b=~ 0 oraz c=£ 0 -[#T*:',gu(é)#;b
° R-+a

Wspotezynnik ©* przyjmuje wartos¢ zero, gdy R=a+ ——1— (b+c),

a wspolczynnik v oraz ul? , gdy R=a. Wspotczynnik 1, ©* oraz p(»
przyjmujg wartosci rowne wtedy i tylko wtedy, gdy b=c=0.

Warto zauwazy¢, ze — wszystkie te trzy wspoétczynniki: moga przyjmo-
wa¢ wartos¢ 1 albo —1 tylko wtedy gdy b=c=0; — sa mimo sltabego
uporzadkowania tylko wtedy, gdy £ 01 b=01c=0.

5. Systematyka miar wspéluporzadkowania.

Systematyka miar wspoluporzagdkowania wymaga widzenia jej na
tle ogélnego modelu miary sily zwiazku miedzy badanymi zmiennymi.
Spoérod prob konstrukeji ogélnego modelu miary sily zwigzku miedzy
dwoma zmiennymi oméwilem dotad wspétczynnik I' M.G. Kendalla oraz
i® L. Guttmana.
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Analiza toku rozumowania obu tych autoréw przy budowie wymie-
nionych modeli pozwolita mi przyja¢ za podstawe do wlasnej analizy
zbiér mozliwych uporzadkowan par elementéw wedlug dwu zmiennych.
Z opartej na tym zbiorze analizy poréwnawczej wspélezynnikéw v M.G.
Kendalla i v* Z.M. Zimnego w odniesieniu do uporzgdkowan slabych wy-
nika miedzy innymi, ze: wspélczynniki t i v podobnie jak np. wspoéi-
czynnik r K. Pearsona i wiele innych (wspéiczynnik u@™ L. Guttmana
nie speinia tego warunku) sa unormowane przez $rednig z miar zmien-
nosci dwu zmiennych, oraz wynika dalej, ze M.G. Kendall przyjmuje
jako te Srednia, $rednig geometryczng, natomiast Z.M. Zimny — $rednia
arytmetyczng. Poréwnanie innych wspélczynnikéw potwierdza istnienie
dwu klas wspotczynnikow sily zwiazku, a mianowicie klasy wspolczyn-
nikow:

1. z miarg unormowana przez S$rednig arytmetyczng miar zmiennosci
obu zmiennych, a wiec z addytywnym polaczeniem obu miar zmien-
nosci,

z miarg unormowang przez Srednig geometryczng miar zmiennosci
obu zmiennych, a wiec z multiplikatywnym polgczeniem obu miar
zmiennogci.

Do pierwszej klasy wspétezynnikow zaliczamy:

— dla skal klasyfikacyjnych (dwu zmiennych dychotomicznych)

a) wspoélezynnik B. L. Jaxy Bykowskiego

[

+4) —
_ (atd)—(+) 6.1)
(at+d)+(b+c)
b) wspoétezynnik Q U. Yule’a
' ad — bc
S 5.2.
& ad+bc (6:2)
c) wspétezynnik Hag J. Lutynskiego
0 (a+b) (b+c)+(atc) (c+d) (5.3)
2(ad — bc)
gdzie — a, b, ¢, d, A, B sa odpowiednimi oznaczeniami z czteropoléwki
\ o =
B a b a-t+b
B c d c+d
a+t-c b-4-d N=a-+b+c+d
— dla skal porzadkowych
a) wspoétezynnik y Kruskalla-Goodmana
R—a
=-— 5.4.)
L R+a ¢

gdzie R, a maja takie samo znaczenie jak we wzorach (4.4.), (4.6.) (2.6a.).
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Wspbélezynnik v jest uogélnieniem wspolczynnika Q i moze by¢ stosowa-
ny takze dla skal klasyfikacyjnych dla zmiennych dwu i wielowartoscio-
wych,

b) wspoélezynnik t* Z. M. Zimnego

e (2.1a)

Imax
Do drugiej klasy wspotczynnikow zaliczamy:
— dla skal klasyfikacyjnych (dwu zmiennych dychotomicznych)
a) wspotezynnik @
ad —bc
[(a+b) (a+c) (b+d) (c+d)]":
gdzie a, b, ¢, d majg takie samo znaczenie jak we wzorach {5.1.), (5.2.)
oraz (5.3.)
— dla skal porzadkowych

(5.5

a) wspoétezynnik t M.G. Kendalla

SV EyETES TR,

oznaczenia jak we wzorze (2.4.) i (2.6.)

(5.6.)

Wspélezynnik v M.G. Kendalla jest uszczegoélowieniem wspétczynnika ¢
dla skale porzgdkowej, tzn. ze dla czteropolowki t=¢.

b) wspoéiczynnik o K. Spearmana

n
nmn?—1) — 6(Tx+Ty) — 6 Y d?
o= i=1 (La11s)
{[n@2 —1) —12T,] [n(n2 — 1) — 12Ty]}*
— dla skal przedzialowych i stosunkowych

a) wspotczynnik korelacji liniowej r K. Pearsona

_ _cov({x,y)

s(x) s(y)
Mianownik takiego ogélnego modelu jest zatem znany, jest to $red-
nia M (arytmetyczna lub geometryczna) miar zmiennosci, z, dwu zmien-
nych x oraz y. Natomiast licznik jest roznica miedzy suma, A, odleglosci
w parach o dodatnim zwaizku, a suma, B, odlegloéci w parach o ujemnym
zwiazku. Oczywiscie odleglosci te bedziemy mierzy¢ réznie w zaleznosel

od skali pomiaru i tak:

(1.1

1. na skalach stosunkowej i przedzialowej — w umownych jednostkach
miary, w ktérych mierzymy natezenie badanej wiasciwosci w ele-
mentach.

2. na skali porzadkowej jest to odlegloé¢ miedzy rangami.



3. na skali klasyfikacyjnej natomiast przyjmujemy, ze odleglos¢ ta jest
stala i rowna 1, stad bierzemy sume par w ktorych wspélwystepuja
dane wiasnosci badanych wlasciwosei.

Model ten przyjmuje zatem postac:

= —A_B__ (5.7.)
M(z(x),z(y))

Na nizszym szczeblu ogélnosci mozna pokaza¢ specyficzne modele dla
skal klasyfikacyjnych i porzadkowej oraz dla skal przedzialowej i sto-
sunkowej.

Jako model dla skal klasyfikacyjnej i porzadkowej mozemy przyjac:

— wspolczynnik t* Z. Zimnego wzor (4.6) (ze $rednig arytmetyczng),

— wspotezynnik t M.G. Kendalla (ze $rednig geometryczna).

Jako model dla skal przedzialowej i stosunkowej mozemy przyjaé:

— wspotezynnik korelacji liniowej r K. Pearsona.

skala klasa 1 klasa 2
Klasyfikacyjna Haz B Q 29
e IS5
porzadkowa Tk Y o
2
przedzialowa T
|
stosunkowa T

Wspotezynnik I' M. Kendalla obejmuje tylko r, o, t (dla silnych uporzad-
kowan) oraz y natomiast (™ L. Guttmana obejmuje Q, y, oraz v dla
silnych uporzadkowan.

W tej sytuacji powstaje pytanie:
Czy i przy jakich zalozeniach teoretycznych te dwa roine polaczenia sg
zasadne?

Przyktad 1. Dla skal silnie uporzadkowanych.

A. Wspétezynnik t liczony wg wzoru (2.1.)
R=8+5+2+5+5+4+1+0+0=30

Bt T
10(10 —1) 3
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B. Wspétezynnik * liczony wg wzoru (2.1a.)
[=15E3=E5:15F 002521

C. Wspotezynnik v liczony wg wzoru (4.1.)

— o o o o v L B A I B B o ™mMrHeHAA - - - o
[ [ S | IR
it Tt e e iy ke g o HH A H A O - —
{158 [ IS | I [ [T
B T ) e — e S e - -
=SS [T A [N 1
) et o) v e e et e o o O e - -
P T L [T [l 1
.._.1_.1_A1_A1~.011 1_‘1111_‘0 1111_.1_.11011111 - o -
HoH S O ot M O - ~
[ Je I i ] [
1_.0111111 1_.011_.1_.1_.. 1110141_.1_.11111 =i —
O ot ot 01111_.1 1101114111110 - -
| || Il 11

Il Il Il I

=] G (=) —

& & & T

£ )

031y =30
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Przyklad 2. Dla uporzadkowan stabych. Przyklad jest liczony wg wzoréw wynikajg-
cych z analizy wspélczynnikéow wspotuporzadkowania.

Ip. 1|2 3 4 5 6 % 8 9 10
X 1 3 3 3 55 | 55 | 8 8 8 10
Y 3 15 | 15 | 45 | 45 | 75 | 75 | 95 | 95 6

R=7+6+6+5+4+2+0+0+0+0=30
a=2+0+0+0+0+1+1+1+14+0= 6
b=0+1+1+0+1+0+2+0+0+0= 5
¢=0+0+0+1+0+1+0+0+0+0= 2
f=0+1+0+0+0-+0+0+1+0+0= 2

A. Wspotezynnik v liczony wg wzoru (2.6a.)
= i) =0,6085
) (45 —2—2) (45 —2—5)
B. Wspoétezynnik v* liczony ze wzoru (4.6.)
S 30 —6—0,5(5+2) —0,5190
30+610,5(5+2)

C. Wspétezynnik p @ liczony ze wzoru (4.4.)

pe = 306 =0,5580
30+6+5+2
D. Wspotezynnik y liczony wg wzoru (5.4.)
y= i)__—_fi_ =0,6667
30+6
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T. M. Zimny

IN THE MATTER OF GENERAL SYSTEMATICS OF THE MEASURES OF
COORDINATION

Summary

The comparative analysis of some coordination coefficients indicated that the
Kendall’s 7, the Zimny’s t* and Guttman’s u (04) are not reduceable to the Spe-
arman’s o.

From among the three coeficients v, v* and ¢ only ©* is a wright one,
because it is consequently based on semiinversions.

In comparing some coefficients of general closeness of relationship specially the
coefficient Kendall’'s I' and Guttman’s w ﬁm) (where m=1, 2, 3, 4 and i=0, 1, 2)
the author showed that none of them is a universal one and proposed a universal
model of such a coefficient i.e. the coefficient

A—B
Mlz(x), z(y)]
where: A — the sum of distanses between two positive related elements in each
pair
B — the sum of distanses between two negative related elements in each
pair
M[z(x), z(y)] — mean of the measures of variability z(x), z(y) of two variables
x and y.
which is more general than the two former ones I" and p (,-m) 5
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