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Tolerancje w teorii krat

Streszczenie

Celem artykutu jest krotkie zarysowanie problematyki dotyczacej relacji tolerancji w teorii krat. W zwiazku
z tym omowione zostato pojgcie kraty oraz pojecie relacji tolerancji, ktéra moze by¢ traktowana jako uogodlnie-
nie relacji rtownowazno$ci. Wskazano rowniez zwiazki tych poje¢ z podstawowymi pojeciami algebry uni-
wersalnej.
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Nigdy w historii matematyki zadna teoria nie byta przedmiotem tak wsciektych atakow, jak teoria
krat. Dedekind, Jonsson, Kurosh, Malcev, Ore, von Neumann, Tarski, a przede wszystkim Garett
Birkhoff wniesli do matematyki nowa wizje, nad ktora ciazyla klatwa niezrozumienia, niechgci
i czystego uprzedzenia. Ta wrogo$¢ zaczela si¢ w momencie, gdy Dedekind opublikowat swoje dwa
fundamentalne artykuty, ktore dobre 100 lat temu powotaty do Zycia teori¢ krat. Kronecker w jednym
ze swoich listow napisal, ze ten ostatni zatracit rozum w abstrakcjach (Rota 1997, 1440—1445).

Jednoczesnie Gian Carlo Rota pisze w tym samym artykule:

Te wyniki i wiele innych, ktoérych nie wspomniatem, sg spoznionym spetnieniem wizji Garetta Bir-
khoffa, ktorg poznali$my z trzech edycji jego stynnej ,,Lattice Theory” i potwierdzaja czgsto powta-
rzane przez Gelfanda proroctwo, ze teoria krat odegra wiodaca role w matematyce dwudziestego
pierwszego wieku.

Czym sg kraty? To struktura dwojakiego rodzaju. Na krate mozna patrze¢ jako na
zbidér uporzadkowany badz jako na strukture algebraiczng.

Idea porzadkowania, klasyfikowania, hierarchizowania obiektow jest druga — obok
zasady abstrakcji — podstawowg zasadg metodologiczng. Matematycznie rzecz ujmujgc,
zbiér uporzadkowany to zbior wyposazony w relacj¢ porzadku, czyli relacje zwrotna, an-
tysymetryczng i przechodnig. Jesli obiekt A jest w takiej relacji z obiektem B, to uzna-
jemy, ze A jest mniejszy lub rowny B (w sensie tej relacji) i méwimy, ze sa to elementy
poréwnywalne. Jesli w danym zbiorze kazde dwa obiekty sa poréwnywalne (tak jest na
przyktad z liczbami naturalnymi i zwykla relacja <), to mamy do czynienia ze zbiorem
liniowo uporzadkowanym, ktdry jest zwany takze tancuchem.
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Lancuchy to szczegdlny przypadek kraty. Krata jest bowiem kazdy taki uporzadko-
wany zbior, w ktorym dla dowolnych dwoch elementow potrafimy ustali¢ ich kres gorny
i dolny. Jesli operacje znajdowania kresow uznamy za dziatania dwuargumentowe i od-
powiednio zaksjomatyzujemy, to mozemy dostrzec druga twarz poj¢cia kraty, czyli struk-
turg algebraiczng o bardzo elementarnych wtasnosciach.

Pojecie kraty wprowadzili do matematyki pod koniec dziewigtnastego wieku Charles
Sanders Peirc 1 Ernst Schroder przy okazji badan nad algebrami Boole’a. Do podobnych
wynikow doszedt w tym samym czasie Richard Dedekind, jednak poczatkowo kraty nie
przyciggnety uwagi matematykow. Dopiero Garett Birkhoff w swoich pracach z lat trzy-
dziestych dwudziestego wieku (Birkhoff 1934, 115-122) udowodnit znaczenie teorii krat
w wielu dziedzinach nauki. Wiaze si¢ to takze z dokonanym w tym czasie odkryciem
(m.in. przez Adolfa Lindenbauma i Alfreda Tarskiego), dotyczacym zwigzkow miedzy
logika i algebra abstrakcyjna.

Na X Kongresie Matematycznym w Oslo (1936) jedyny wyktad plenarny wyglosit
Oysten Ore. Tres¢ tego wyktadu w duzej mierze poswigcona byta teorii krat, ktorej ter-
minologia nie byta jeszcze nawet dobrze wyksztatcona, ale ktéra, dzigki pracom nie tylko
Garetta Birkhoffa, ale rowniez Alfreda Tarskiego i Arthura Stone’a, zaczynata by¢ doce-
niana i budzita rosngce zainteresowanie.

Jednym z najwazniejszych poje¢ algebry uniwersalnej, a tym samym teorii krat, s
kongruencje. ldea kongruencji wywodzi si¢ od Carla Friedricha Gaussa (Gauss 1801),
ktory po raz pierwszy opisal, wprowadzajac odpowiednig notacje, kongruencje liczbowe
i zauwazyl, ze mozemy wykonywac na nich dziatania podobne do dziatan na liczbach.
Pojecie to zostato pozniej uogolnione na dowolne struktury algebraiczne jako relacje row-
nowaznos$ci zgodne z operacjami danej struktury. Kongruencje okazaty si¢ Scisle powia-
zane z homomorfizmami oraz strukturami ilorazowymi. Co wigcej, zbior wszystkich kon-
gruencji danej struktury algebraicznej tworzy zawsze zupelng krate algebraiczna, w ktorej
porzadek jest wyznaczony przez inkluzje (Birkhoff 1935, 433—454). Wiele prac zostato
poswieconych badaniom dotyczacym krat kongruencji i ich wtasnosci dla rozmaitych ty-
pow struktur algebraicznych, w szczegdlnosci dla krat.

Pojecie tolerancji dla struktur algebraicznych jest naturalnym uogo6lnieniem kongru-
encji. Jednak wybor takiego wlasnie uogolnienia ma znaczenie filozoficzne i wykracza
poza §wiat algebry uniwersalne;.

Jesli bowiem pominiemy operacje, ktérych mozemy dokonywaé na zbiorach, to rela-
cja kongruencji staje si¢ zwykla relacja réwnowaznosci, czyli relacja zwrotng, syme-
tryczng i przechodnig. Zadana relacja rownowaznosci ustala wtedy podziat zbioru na
klasy abstrakcji, grupujace obiekty identyczne wzgledem ustalonej cechy. Jednak wada
takiego podejscia jest ,,0stro$¢” podziatu wynikajaca z roztacznosci klas abstrakcji.
W przypadku relacji rdwnowazno$ci kazdy obiekt moze naleze¢ tylko do jednej klasy
abstrakcji, co oznacza, ze nie ma mowy o sytuacjach granicznych, ktore czgsto pojawiajg si¢
w rozwazaniach praktycznych (jak cho¢by ma to miejsce w przypadku paradoksu ,,tysego”).

W rozwazaniach logicznych podejmowane byly rozmaite proby rozwigzywania tego
problemu. Jedng z mozliwosci jest odrzucenie wymagania przechodniosci relacji. Przyj-
mijmy, ze dany obiekt moze naleze¢ do wigcej niz jednej klasy (bloku), gdy jest ,,po-
dobny” pod pewnym wzglgdem do obiektéw jednego rodzaju, jak i do obiektow innego
typu, na przyktad obiekt szaroniebieski mozna uzna¢ za przynalezacy do obiektow sza-
rych, jak rdéwniez do obiektow niebieskich. Taka relacja jest oczywiscie zwrotna i syme-
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tryczna, brak jej jednak przechodnio$ci: obiekt szary jest w tym sensie ,,podobny” do
szaroniebieskiego, szaroniebieski jest ,,podobny” do niebieskiego, ale brak jest podobien-
stwa kolorystycznego pomiedzy obiektem szarym (np. ciemnoszarym) i obiektem catko-
wicie niebieskim (np. blekitnym).

Relacja tolerancji (zwana niekiedy podobienstwem symetrycznym) ustala zatem kla-
syfikacje zadanego zbioru obiektow na bloki (np. blok elementéw szarych, niebieskich
itp.), ktore moga mie¢ niepuste przecigcia (moga istnie¢ obiekty nalezace do wielu blo-
kéw rownoczesnie).

Takie obserwacje zostaly juz poczynione przez Henri Poincarégo w jego ostatnich
pracach (Poincaré¢ 1913), gdzie wprowadzit ,,zbiory wrazen” do opisywania wrazen zmy-
stowych dotyczacych obiektow ,,prawie takich samych”. Niemal 60 lat pdZzniej brytyjski
matematyk, sir Erik Christopher Zeeman, wprowadzit formalnie poj¢cia relacji tolerancji
i przestrzeni tolerancji (Zeeman 1962, 240-256) jako $rodkéw stuzacych do badania geo-
metrii postrzegania zmystowego.

Wkrétce tolerancje, jako uzyteczne narzedzie znajdujace zastosowanie w rozmaitych
dziedzinach, staty si¢ popularnym tematem badan. Dotyczylo to w szczegolnosci takich
obszarow, jak teoria informacji (Pawlak 1983), zbiory przyblizone (Peters 2007, 2609—
2629) i zbiory rozmyte (Pawlak 1991), ktore stosowane sg nie tylko w kognitywistyce
i badaniach dotyczacych sztucznej inteligencji, ale takze w lingwistyce (Pogonowski
1981), cyfrowej analizie obrazow (Peters 2009, 239-245) czy medycynie (Henry, Peters
2011, 1-14).

W matematyce tolerancje majg zawezone znaczenie i dotyczg struktur algebraicz-
nych. Obok zwrotnosci i symetrycznos$ci oczekuje si¢, by byly zgodne z podstawowymi
dziataniami danej struktury algebraicznej. Oznacza to, ze gdy mamy do czynienia np.
z grupa addytywna, czyli zbiorem wyposazonym w dziatanie dodawania i odejmowania
(np. liczby catkowite), to relacja tolerancji (podobnie, jak relacja kongruencji) musi dzia-
fa¢ w ten sposdb, ze rezultaty dziatan na elementach ,,podobnych” musza pozostac ,,po-
dobne”. Relacje tolerancji znalazty bogate zastosowanie w algebrze uniwersalnej jako
naturalne uogdélnienie pojecia kongruencji. Wielu wynikow dotyczacych tej tematyki do-
starczyli migdzy innymi Ivan Chajda, Bohdan Zelinka i Josef Niederle (Chajda 1991).

Okazuje si¢ jednak, ze na tolerancje, a w szczego6lnosci na tolerancje w teorii krat,
gdzie maja wyjatkowo interesujace whasnosci, mozna patrze¢ nie tylko jako na relacje,
ale takze na wiele innych sposobow. Kazda tolerancja w algebrze L jest rGwnocze$nie
podalgebra algebry L2. Z drugiej strony, tolerancja moze by¢ traktowana jako system
pokry¢ o specyficznych wlasnosciach. Badania w tym kierunku prowadzili migdzy in-
nymi Gabor Czédli, Lajos Klukovits (Czédli 1983, 35-38), Georg Gratzer i Henrik Wen-
zel (Gritzer 1989, 27-34). Takie podejscie jest §cisle powigzane z ideg sklejania ,,atla-
sOw” opisang przez Alana Daya i Christiana Herrmanna (Day, Herrmann 1988, 85-101)
i szeroko wykorzystywang przez Bernharda Gantera i Rudolfa Willego (Ganter, Wille
1999) przy analizie krat konceptéw. Poniewaz kazda krata zupela jest izomorficzna
z pewna kratg konceptdéw, wiec relacje tolerancji w kratach zupelnych moga by¢ utozsa-
miane z tzw. relacjami blokowymi w kratach konceptow.

Géabor Czédli wraz z Georgem Gritzerem udowodnili, ze w przypadku krat kazda
relacja tolerancji moze by¢ traktowana jako homomorficzny obraz pewnej kongruencji
(Cz&dli, Gritzer 2011, 5-6). Badania dotyczace typow struktur algebraicznych, ktore po-
siadaja taka wlasnos¢, sg nadal prowadzone (Czédli, Kiss 2013, 326-338).
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W kratach o skonczonej wysokosci zachodzi takze interesujaca odpowiednio$¢ po-
mi¢dzy pojeciem tolerancji i pojeciem koneksji Galois (zwanej takze polarnoscia)
(Hobby, McKenzie 1996). Tolerancje sa rowniez szeroko wykorzystywane w teorii ko-
mutatorow (Kearnes 2013).

Wszystko to dowodzi, jak poteznym narzedziem staly si¢ tolerancje w teorii krat i nie
tylko tam.
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Tolerance relations in lattices

Summary

The aim of the paper is to present a brief outline of the issues related to the tolerance relation in lattice theory.
Therefore, the concept of lattice and the concept of tolerance relation, which can be treated as generalization of
equivalence relations, are discussed. Also indicated are the main connections between these concepts and the
basic concepts of universal algebra.

Keywords: lattice theory, tollerance relation, universal algebra.



