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 !"  !"#$% &!'$%()**#,$-%./ 0$12*#3 452*#*$6#$% &' ()*+),-$# %.)% )*$ ),-$ %& /$)#0*$ *$)-1%+/$2 )34 $56*$## %+/+37 &31#%*)+3%#9 %.$#$ ()*+),-$# )*$ )--$4 -&:#; <.$ #$/)3%+# &' ) %+/$4 )0%&/)%&3+# 7+($3 +3 %$*/# &' )3 +3=3+%$ -),$--$4 %*)3#+%+&3 #>#%$/ ?+%. %?& :+34# &'%*)3#+%+&3#@ ) 4+#*$%$ %*)3#+%+&3 )34 ) %+/$ %*)3#+%+&3; <.$ =*#% &3$ &**$1#6&34 %& ) .)37$ &' ) -&)%+&32 )34 %.$ #$&34 &3$ %& %.$ 6)##)7$ &' %+/$;A&?$($*2 +3 &*4$* %& 4$=3$ %.$ k !"#$%&' !)# *+&,&-$'$#. 6*&,-$/ '&* %+/$4)0%&/)%) ?$ 3$$4 %& )##&+)%$ &#%# ?+%. %*)3#+%+&3# )34 -&)%+&3#; <.$ &#%#)##+73$4 %& %*)3#+%+&3# B#?+%. &#%#C ?+-- 7+($ %.$ &#% &' 4+#*$%$ %*)3#+%+&3#2)34 %.$ &#%# )##+73$4 %& -&)%+&3# B40*)%+&3 &#%#C ?+-- 4$=3$ %.$ &#% &'%+/$ #6$3% +3 %.$#$ -&)%+&3#; D0. %+/$4 )0%&/)%) )07/$3%$4 ?+%. &#%# )*$:3&?3 )# /+$0,#+1 #$%+1 &2#!%&#& EF℄2 &* "*$+1 #$%+1 &2#!%&#& EH℄;I0* #&-0%+&3 %& %.$ k1&6%+/)- &#% *$).),+-+%> 6*&,-$/ *$-+$# &3 &/,+3+37%.$ ?$--1:3&? 3!*/&*1 *+&,&-$'$#. )3)->#+# )34 %.$ -!241+1 %!1+' ,+5$40BJKLC /$%.&4 E!2  F2  "℄; <.$ '&*?)*4 *$).),+-+%> )-7&*+%./ #$)*.$# %.$#%)%$ #6)$ 0#+37 %.$ ,*$)4%. =*#% /&4$2 ?.$*$)# %.$ JKL 6$*'&*/# ) ($*+=1)%+&3 &3 ) 6)*% &' %.$ )0%&/)%) /&4$- $56-&+%+37 DM< #&-($*#;<.$ *$#% &' %.$ 6)6$* +# &*7)3+#$4 )# '&--&?#; N3 %.$ 3$5% #$%+&3 ?$ 6*&1(+4$ %.$ /)+3 '&*/)-+#/# 0#$4 %.*&07.&0% %.$ 6)6$*2 +;$; ?$+7.%$4 %+/$4)0%&/)%); N3 D$%+&3 F ?$ 4$=3$ )34 #&-($ %.$ k1&6%+/)- &#% *$).),+-+%>6*&,-$/ '&* ?$+7.%$4 %+/$4 )0%&/)%); N3 D$%+&3 " ?$ #.&? .&? &0* #&-01%+&3 %& %.$ &3#+4$*$4 *$).),+-+%> 6*&,-$/ ?&*:# ,> /$)3# &' %.$ &$* #*&6!4#*!' "*!-'+%; O$ &3-04$ +3 D$%+&3 H ,> 4+#0##+37 *$-)%$4 ?&*:; ! "#$%&'#( )$*#( +,'-*.'.P$% 0# #%)*% ,> =5+37 3)/$# &' %.$ #$%# &' 30/,$*# 0#$4 +3 %.$ *$#% &' %.$6)6$*; J> IN = {0, 1, 2, 3, . . . } ?$ 4$3&%$ %.$ #$% &' 3)%0*)- 30/,$*#2 ,> Q%.$ #$% &' 3&313$7)%+($ *)%+&3)- 30/,$*#2 )34 ,> PV ) #$% &' 6*&6&#+%+&3)-()*+),-$#;<& 4$=3$ ?$+7.%$4 %+/$4 )0%&/)%) '&*/)-->2 ?$ 3$$4 %& #)> ?.)% %>6$ &'-&: &3#%*)+3%# )*$ )--&?$4 )# 70)*4# )34 +3()*+)3%#2 )34 ?.)% )*$ %.$ &#%'03%+&3#; <.+# +# +3%*&40$4 +3 %.$ '&--&?+37 #0,#$%+&3; !"! #$%'( )*+ $%' ,)$-)./%*Q&* ) =3+%$ #$% X &' *$)- ()*+),-$#2 )--$4 '!5)2 %.$ #$% C(X ) &' )-- %.$ '!5!4)#*&$4#) &($* X +# 4$=3$4 ,> %.$ '&--&?+37 7*)//)*@
cc ::= true | x ∼ c | x− y ∼ c | cc ∧ cc,?.$*$ x, y ∈ X 2 c ∈ IN2 )34 ∼ ∈ {≤, <,=, >,≥};



 !"#$%&'( &'%)+,-. /0) k#12%&,#034,5%6 )2-&  !"# !"# $%!&%'(") $% & '('&) *&++$,- c : X → Q. /&'$%0&1$)$'2 (3 & )(5(,%'6&$,' cc ∈ C(X ) 12 & )(5 7&)8&'$(, c 9c |= cc: $% ;<0,<; $,;8'$7<)2 &%3())(=%>
• c |= true?
• c |= (x ∼ c) $@ c(x) |= c?
• c |= (x− y ∼ c) $@ c(x)− c(y) ∼ c?
• c |= cc1 ∧ cc2 $@ c |= cc1 &,; c |= cc2.A, =B&' 3())(=%? 'B< %<' (3 &)) 'B< )(5 7&)8&'$(,% %&'$%32$,- & )(5 (,%'6&$,'

cc $% ;<,('<; 12 [[cc]]. C$7<, & )(5 7&)8&'$(, c &,; δ ∈ Q? 12 c+δ =< ;<,('<& )(5 7&)8&'$(, c
′ %8B 'B&' c

′(x) = c(x) + δ? 3(6 &)) x ∈ X . D(6<(7<6? 3(6& %81%<' (3 )(5% X ⊆ X ? c[X := 0] ;<,('<% 'B< 7&)8&'$(, c
′ %8B 'B&' 3(6&)) x ∈ X? c

′(x) = 0 &,; 3(6 &)) x ∈ X \X? c
′(x) = c(x). E$,&))2? 12 c

0 =<;<,('< 'B< ()('(%! )(5 7&)8&'$(,? $.<. 'B< 7&)8&'$(, %8B 'B&' c
0(x) = 0 3(6&)) x ∈ X . ! ! "#$%&' &$( )*+&$%,)F< &%%8*< 'B< ;<0,$'$(, (3 =<$-B'<; '$*<; &8'(*&'& 36(* GH℄ 18' &8-*<,'<;'( $,)8;< & %+<$&) 6&'$(,&) 7&6$&1)< z. !"#$%$&# '( )*!$+,%!- %$.!- /0%&./%&#1( * =<$-B'<; '$*<; &8'(*&J'(, (+ % '&,!- A = (Σ, L, l0,X , E,I, Js, Jd, z,V). /0-1- Σ (+ % 2)('- +-' "3!%4-!+ 5%'(")+6. L (+ % 2)('- +-' "3 !"%'(")+. l0 (+ %) ()('(%! !"%'("). X (+% 2)('- +-' "3 !"#+. E ⊆ L × Σ × C(X ) × 2X × L (+ % '1%)+('(") 1-!%'(").

I : L → C(X ) (+ %) ()$%1(%)' 3&)'("). Js : E → IN (+ % +/('0 "+' 3&)7'("). Jd : L → IN (+ % 8&1%'(") "+' 3&)'("). z (+ % 1%'(")%! $%1(%4!-. %)8
V : L→ 2PV (+ % $%!&%'(") 3&)'(") %++(9)()9 '" -%0 !"%'(") % +-' "3 %'":(,1","+('(")+ '1&- () '0%' !"%'(");KB< %=$'B (%' 38,'$(, &%%$-,% '( <&B '6&,%$'$(, & (%' <L+6<%%$,- 'B<+6$< (3 '&5$,- 'B< '6&,%$'$(,. KB< ;86&'$(, (%' 38,'$(, &%%$-,% '( <&B)(&'$(, & (%' <L+6<%%$,- 'B< +6$< (3 %'&2$,- $, 'B$% )(&'$(, 3(6 (,< '$*<8,$'. KB< $,7&6$&,' 38,'$(, &%%$-,% '( <&B )(&'$(, & )(5 (,%'6&$,' <LJ+6<%%$,- 'B< (,;$'$(, 8,;<6 =B$B A &, %'&2 $, 'B$% )(&'$(,. M&B <)<*<,'
t = (l, σ, cc,X, l′) ∈ E 6<+6<%<,'% & '6&,%$'$(, 36(* 'B< )(&'$(, l '( 'B< )(J&'$(, l′? =B<6< σ $% 'B< )&1<) (3 'B< '6&,%$'$(, t? cc ;<0,<% 'B< <,&1)$,-(,;$'$(,% 3(6 t? &,; X $% & %<' (3 )(5% '( 1< 6<%<'.KB< %<*&,'$% (3 'B< =<$-B'<; '$*<; &8'(*&'(, $% ;<0,<; 12 &%%($&'$,-'( $' & 8-)+- :"8-! &% ;<0,<; 1<)(=.



 !!  !"#$% &!'$%()**#,$-%./ 0$12*#3 452*#*$6 !"#$%$&# '(  !" A = (Σ, L, l0,X , E,I, Js, Jd, z,V) #! $ %!&'("!) "&*!) $+,"-*$"-./ z : {z} → Q $ "#$%#&'() *(+ z/ $.) z
0 )!.-"! "(! ')'&'#$ 0$1+$"&-. 2-3

z/ &4!4/ z0(z) = 04 5 ,-).- /(,-$ 2-3 A &6 $ "+71!M(A) = (Σ∪Q, S, s0,→,V ′)/%(!3! Σ∪Q &6 $ 6!" -2 1$#!16/ S = {(l, c, z) | l ∈ L, c ∈ Q|X |, c |= I(l), z ∈ Q}&6 $ 6!" -2 6"$"!6/ s0 = (l0, c0, z0) &6 "(! &.&"&$1 6"$"!/ V ′ : S → 2PV &6 $ 0$1,+$"&-. 2+."&-. 6+( "($" V ′((l, c, z)) = V(l)/ $.) →⊆ S × Σ ∪ Q × S &6 "(!6*$11!6" "3$.6&"&-. 3!1$"&-. )!9.!) #: "(! 2-11-%&.' 3+1!6;
• 2-3 σ ∈ Σ/ (l, c, z)

σ
→ (l′, c′, z′) &< "(!3! !=&6"6 $ "3$.6&"&-. t = (l, σ,

cc,X, l′) ∈ E 6+( "($" c |= cc/ c |= I(l)/ c[X := 0] |= I(l′)/ $.)
z
′ = z + Js(t) 0#&'() &+#).'&'()2/

• 2-3 δ ∈ Q/ (l, c, z)
δ
→ (l, c+ δ, z′) &< c, c+ δ |= I(l)/ $.) z

′ = z+Jd(l) · δ0&'/- &+#).'&'()243)&%'&'"-$45 #) #&'() &+#).'&'() (++-.6(),. &( #) #&'() 6-+*(+/-, 74 &8-#%&(/#&() %),-+ ().',-+#&'()9 :8- #&'() #) 7- 6-+*(+/-, ()$4 '* &8-%),-+$4'); -)#7$'); (),'&'() '. .#&'.<-,9 =(+-("-+5 #$$ &8- $(>. &8#& #+-#..('#&-, ?'&8 &8- #&'() #+- .-& &( @-+(5 '&. $(#&'(). 8#);- #(+,');$45 #),&8- "#$%- (* &8- "#+'#7$- z '. ')+-#.-, 74 &8- .?'&8 (.&9 A &'/- &+#).'&'()#%.-. #) -B%#$ ')+-#.- ') &8- "#$%- (* #$$ &8- $(>.5 #), ,(-. )(& ')"($"-# $(#&'() 8#);-9 C7"'(%.$45 &8- )-? $(> "#$%#&'(). 8#"- &( .&'$$ .#&'.*4#$$ &8- $(#&'() ')"#+'#)&.5 #), &8- "#$%- (* &8- "#+'#7$- z '. ')+-#.-, 74 &8-,%+#&'() (.&9D-& (l, c, z)
δ,σ
→ (l′, c′, z′) ,-)(&- &8#& (l, c, z)

δ
→ (l′′, c′′, z′′) #), (l′′, c′′, z′′)

σ
→

(l′, c′, z′)5 ?8-+- σ ∈ Σ #), δ ∈ Q 9 A 3+. ρ (* # ?-';8&-, &'/-, #%&(/#&()
A '. # <)'&- .-B%-)- (* .&#&-.E
(l0, c0, z0)

δ1,σ1
→ (l1, c1, z1)

δ2,σ2
→ . . .

δk−1,σk−1
→ (lk−1, ck−1, zk−1)

δk,σk→ (lk, ck, zk).%8 &8#& (li, ci, zi) ∈ S5 σi ∈ Σ5 #), δi ∈ Q *(+ -#8 i ∈ {1, . . . , k}9 F-+-#*&-+5?- +-*-+ &( # +%) ρ (* $-);&8 k #. kG+%)9H'"-) # kG+%) ρ (* A #), (.& *%)&'(). Js #), Jd5 ?- #..('#&- (.& &( ρ#. *($$(?.E
• Js(ρ) =

∑k−1

i=0
Js(ti)5 ?8-+- ti := (li, ci, zi)

δi+1,σi+1
→ (li+1, ci+1, zi+1) 5

• Jd(ρ) =
∑k

i=1
δi · Jd(li)9:8- "-"$1 -6" #..('#&-, &( # kG+%) ρ '. ,-<)-, #. J(ρ) = Jd(ρ) + Js(ρ)9:8- k,-7"&*$1 -6" *(+ kG+%). &8#& .&#+& #& # .&#&- ()&#')'); $(#&'() l #),-), #& # .&#&- ()&#')'); $(#&'() l′ '. ,-<)-, #. J∗k (l, l′) = inf {J(ρ)|ρ '. # kG+%) *+(/ # .&#&- ()&#')'); $(#&'() l &( # .&#&- ()&#')'); $(#&'() l′}9



 !"#$%&'( &'%)+,-. /0) k#12%&,#034,5%6 )2-&  !"# k$%&' ρ (%)* + ,-+-. )'-+0'0'1 2)+-0)' l -) + ,-+-. )'-+0'0'1 2)+-0)'
l′ ,&3 -3+- ⌊J(ρ)⌋ = ⌊J∗k (l, l′)⌋ 0, +22.4 k !"#$% &'(%)#*56' -30, 7+7.%8 ()% 109.' -:) 2)+-0)', l +'4 l′ :. +%. 0'-.%.,-.4 0' ;'40'1-3. 1%.+-.,- 0'-.1.% 2):.% <)&'4 =150525<5 ()% ,3)%-> )( -3. k$)7-0*+2 ),- ()%
k$%&', ,-+%-0'1 +- + ,-+-. s )'-+0'0'1 2)+-0)' l +'4 -.%*0'+-0'1 +- + ,-+-.
t )'-+0'0'1 2)+-0)' l′8 :3.%. k 0, -3. 2.'1-3 )( + ,3)%-.,- %&' (%)* s -) t5?)%.)9.%8 :. +%. 0'-.%.,-.4 0' ;'40'1 k !"#$% &'(%)#* %&',5 @3.%.()%.8 0'A.-0)' B :. 4.;'. k$)7-0*+2 ),- %.+3+<020-C 7%)<2.*8 +'4 :. ,3): 3): -),)29. 0- &,0'1 A#@$*.-3)4,5 !"! #$%'()( %(*+,)$%6' %.+2$-0*. ,C,-.*, *)4.2.4 <C =:.013-.4> -0*.4 +&-)*+-+8 0' )%4.% -) &,.A#@$-.3'0D&., -) -.,- %.+3+<020-C )% )-3.% 7%)7.%-0.,8 0- 0, &,-)*+%C -)40,%.-0,. -3. ,.- )( +22 -3. 2)E, 9+2&+-0)',5 F.%. :. -+E. -3. 40,%.-0,+-0)',3.*. -3+- 0, <+,.4 )' -3. )'. 0'-%)4&.4 0' G H℄8 <&- 3.%. :. &,. -3. 40,$%.-0,+-0)' ,-.7 -3+- 4.7.'4, ')- )'2C )' -3. 2.'1-3 )( )',04.%.4 %&',8 <&-+2,) )' -3. *+J0*+2 4&%+-0)' ),-5 6- &,., -3. ()22):0'1 ,.- )( 40,%.-0,.42)EK, 9+2&., +'4 2+<.2, +, 7%0*0-09.,5 L.- cmax <. -3. 2+%1.,- )',-+'- c+77.+%0'1 0' +22 -3. 0'9+%0+'-, +'4 1&+%4, )( + :.013-.4 -0*.4 +&-)*+-)' A5M)% .9.%C m ∈ IN :. 4.;'. Am = {a ∈ Q | (∃j ∈ IN) a · 2m = j} +'4
Bm = {b ∈ Q | (∃j ∈ IN) b · 2m = j +'4 b < cmax + 1}5 @3.'8 A =

⋃∞
m=0

Am4.;'., -3. ,.- )( 40,%.-0,.4 2)EK, 9+2&.,8 +'4 B =
⋃∞

m=1
Bm 4.;'., -3. ,.-)( 2+<.2,5 N. &,. -30, -.3'0D&. -) 4.;'. + +%$-.(%$.+ )&+.* ()% + :.013-.4-0*.4 +&-)*+-)'5 @30, *)4.2 0, %&0+2 ()% -3. -%+',2+-0)' )( -3. k$)7-0*+2),- %.+3+<020-C 7%)<2.* -) -3. A#@$7%)<2.* +, 4.,%0<.4 0' -3. '.J- ,.-0)'5@) 109. + 4.;'0-0)' )( + 40,%.-0,.4 *)4.2 -3+- ,&77)%-, 2)E )',-%+0'-,)( -3. ()%* x−y ∼ c8 :. ;%,- %.+22 -3. ')-0)' )( /.#0 -.1%&2 .!"%3#*.2. G H℄5 !"#$%$&# '( )*!+, -!.$&# !/0$1+2!#!4( 4$$"). # $.( &5 *&0$ X 6 #2+5&- #27 t ∈ Q *.( 〈t〉 +.2&(. (8. 5-#(%&2#* 9-.$'.(%3.*7 %2(.1-#*: '#-( &5 t9-.$'.(%3.*7 ⌊t⌋:; <8. :.+E %.10)' .D&09+2.'. %$ # -.*#(%&2 ∼=⊆ QX × QX+.=2.+ #$ 5&**&/$; >&- (/& *&0 3#*"#(%&2$ u #2+ v %2 QX 6 u ∼= v %? #** (8.5&**&/%21 &2+%(%&2$ 8&*+@AB℄ ⌊u(x)⌋ = ⌊v(x)⌋6 5&- #** x ∈ X ;AD℄ 〈u(x)〉 = 0 %? 〈v(x)〉 = 06 5&- #** x ∈ X ;AE℄ 〈u(x)〉 < 〈u(y)〉 %? 〈v(x)〉 < 〈v(y)〉6 5&- #** x, y ∈ X ; !"#$%$&# 5( ) $6-!%$6!7 8&7!24( F.( A = (Σ, L, l0,X , E,I, Js, Jd, z,V)G. # /.%18(.+ (%).+ #"(&)#(&2; 4 40,%.-0,.4 *)4.2 5&- A %$ # ("'*.



 !"  !"#$% &!'$%()**#,$-%./ 0$12*#3 452*#*$6
Md(A) = (Σ ∪ B,Sd, s

0
d,→d,Vd) !"#$# Sd = L × AX × B %& ' &#( )* &('(#& 

s0d = (l0, c0, z0) %& ("# %+%(%', &('(# Vd : Sd → 2PV %& ' -',.'(%)+ *.+(%)+0#1+#0 23 Vd((l, c, z)) = V(l) '+0 →d⊆ Sd × (Σ ∪ B) × Sd %& ' (%4#5'(%)+($'+&%(%)+ $#,'(%)+ 0#1+#0 236
• 7%4# ($'+&%(%)+6 *)$ '+3 δ ∈ B (l, c, z)

δ
→d (l, c + δ, z′) %8 (l, c, z)

δ
→

(l, c + δ, z′) %+ M(A) '+0 (∀δ′ ≤ δ) c + δ′ ∼= c )$ c + δ′ ∼= c + δ 
• 9(%)+ ($'+&%(%)+6 *)$ '+3 σ ∈ Σ (l, c, z)

σ
→d (l′, c′, z′) %8 (l, c, z)

σ
→

(l′, c′, z′) %+ M(A):#$% &$%'(%) *%+', -$',- &$.& &$% k/'0&1).+ '-& (%.$.*1+1&3 0('*+%)4'( . ,%15$&%6 &1)%6 .7&').&'8 A .8 *% -'+9%6 7-185 &$% 61-(%&1-%6 )'6%+
Md(A) 18-&%.6 '4 &$% 6%8-% )'6%+ M(A):;8 ,$.& 4'++',-< ,% 6%8'&% *3 ρ(s, t) . (78 &$.& -&.(&- .& -&.&% s .86 %86- .&-&.&% t: ='(%'9%(< 4'( &,' -&.&%- s = (l, c, z) .86 t = (l′, c′, z′)< ,% ,(1&% s ∼= t14 .86 '8+3 14 l = l′< c

∼= c
′< ⌊z(z)⌋ = ⌊z′(z)⌋ .86 〈z(z)〉 = 0⇐⇒ 〈z′(z)〉 = 0: !"#$"% &' ;#( A 2# ' !#%<"(#0 (%4#0 '.()4'()+ s '+0 t (!) &('(#& %+

M(A) '+0 ρ(s, t) ' k=>.'&%=)?(%4', $.+ %+ M(A) !"#$# k ∈ IN %& ("# ,#+<(")* ' &")$(#&( $.+ ("'( &('$(& '( s '+0 #+0& '( t: 7"#+ ("#$# #@%&( (!) &('(#&
s′ '+0 t′ %+ Md(A) '+0 ("#$# #@%&(& ' k=>.'&%=)?(%4', $.+ ρ′(s′, t′) %+ Md(A)&." ("'( s ∼= s′ '+0 t ∼= t′:($##) *+,"-.' #$% 0(''4 1- .8 %>&%8-1'8 '4 &$% 0(''4 '4 #$%'(%) ?: 18@ A℄< .86 1& 1- '867&%6 *3 )%.8- '4 1867&1'8 '8 k: #$% 1867&1'8 -&%0'8-1-&- 18 -$',185 &$.& 4'( %.$ q = (l, cq, zq), r = (l′, cr, zr) ∈ M(A)<
q′ = (l, cq′ , zq′), r

′ = (l′, cr′ , zr′) ∈ Md(A)< δ ∈ Q< δ′ ∈ B< 14 q ∼= q′<
δ ∼= δ′ .86 &$%(% %>1-& &(.8-1&1'8- q δ,σ

→ r< q′ δ′,σ
→ r′< &$%8 r ∼= r′: #$% (7/1.+ 0.(& '4 &$% 1867&1'8 -&%0 1- (.&$%( &%61'7-< .86 (%+1%- '8 -$',185 &$.&

zq + Jd(l) · δ ∼= zq′ + Jd(l) · δ
′< ,$.& (%C71(%- 7-185 -')% &%$81C.+ 4.&- '8/%(8185 &$% 786%(+185 61-(%&1-.&1'8: ! k"#$%&'() #+% ,-(.(/&)&%0 $,#/)-';8 &$1- -%&1'8 ,% 4'().++3 6%D8% &$% k/'0&1).+ '-& (%.$.*1+1&3 0('*+%) 4'(,%15$&%6 &1)%6 .7&').&.< .86 ,% 0(%-%8& . -'+7&1'8 &' &$% 0('*+%) ,$1$7-%- EF#/-'+9%(-: G% -&.(& *3 6%D8185 &$% 0('*+%)< &$%8 ,% 6%-(1*% '7(-'+7&1'8 184'().++3< .86 D8.+3 ,% -$', '7( .+5'(1&$):#$% k/'0&1).+ '-& (%.$.*1+1&3 0('*+%) 4'( ,%15$&%6 &1)%6 .7&').&. 1-6%D8%6 .- 4'++',-:



 !"#$%&'( &'%)+,-. /0) k#12%&,#034,5%6 )2-&  !" !"#$%$&# '( )k*&+%$,-. &0% 1!-2-3$.$%45(  !"#$ % &#!'()#* )!+#*%,)-+%)-$ A = (Σ, L, l0,X , E,I, Js, Jd, z,V). %$* % *#/!0%12# 2-%)!-$ lp ∈ L/%)!/45!$' % 60-6#0)5 p7 k#$%&'()* $,& -.)/)0'*'&1 -$/!/)/ !$ 8$*!$' % k9:,%/!9-6)!+%2 0,$ ρ /)%0)!$' %) s0d ∈ Md(A) %$* )#0+!$%)!$' %) % /)%)# !$
Md(A) -$)%!$!$' 2-%)!-$ lp72$&. &/)& '3 ρ ', ) k#45),'#$%&'()* -567 &/.6 &/.-. .8',&, c ∈ IN ,5/ &/)&9
c ≤ J(ρ) < c + 17 )6: 3$- )** &/. k−-56, ρ′ &/)& ,&)-&, )& s0d )6: &.-('6)&.,)& ) ,&)&. '6 Md(A) $6&)'6'6; *$)&'$6 lp7 J(ρ′) ≥ c /$*:,< !"! #$% &'($)*'+ , -+ *+.'%/-( 012(-+-)*'+=. 0.;'6 >'&/ )6 '63$-()* .8%*)6)&'$6 $3 $5- ,$*5&'$6 &$ &/. k#$%&'()* $,&-.)/)0'*'&1 %-$0*.(7 >/'/ >'** /.*% &$ 56:.-,&)6: &/. 3$-()* :.,-'%&'$6%-.,.6&.: *)&.- $6 '6 &/', ,.&'$6<?$ ,$*@. &/. k#$%&'()* $,& -.)/)0'*'&1 %-$0*.( >. %-$..: ), 3$**$>,< =.A-,& .6$:. 01 %-$%$,'&'$6)* 3$-(5*). 0$&/ &/. %-$%.-&1 p7 )6: &/. 563$*:'6;$3 &/. &-)6,'&'$6 -.*)&'$6 $3 Md(A) 5% &$ &/. :.%&/ k B3$- k ∈ INC< D.& ϕk 0.&/. $6E56&'$6 $3 &/. &>$ )0$@. 3$-(5*).< =. &.,& ϕk 3$- &/. %-$%$,'&'$6)*,)&',A)0'*'&1 5,'6; ) FG?#,$*@.-< H3 &/. &.,& 3$- ϕk ', %$,'&'@.7 >. )*5*)&.&/. $,& r0 ∈ Q $3 &/. -.,5*&'6; >'&6.,, ρ07 )6: >. I6$> &/)& J(ρ0) < ⌈r0⌉<2.8&7 >. ,.& c0 = ⌈r0⌉ − 17 )6: >. -56 &/. %-$%$,'&'$6)* ,)&',A)0'*'&1 &.,&$6. );)'67 05& 3$- &/. 3$-(5*) φk(c0) = ϕk ∧ (z < c0)

 < H3 &/. &.,& 3$- φk(c0)', %$,'&'@.7 >. )*5*)&. &/. $,& r1 ∈ Q $3 &/. -.,5*&'6; >'&6.,, ρ17 )6: >.I6$> &/)& r1 < c0< 2.8&7 >. ,.& c1 = ⌈r1⌉ − 17 )6: >. -56 &/. %-$%$,'&'$6)*,)&',A)0'*'&1 &.,& $6. );)'67 05& 3$- &/. 3$-(5*) φk(c1) = ϕk ∧ (z < c1)7 )6:,$ $6< =. ,&$% &.,&'6; '3 &/. &.,& 3$- φk(ci) ', 6.;)&'@. $- ri = 0<2$&'.7 &/)& '3 &/. &.,& 3$- φk(ci) ', 6.;)&'@.7 >. )6 %.-3$-( $6. ($-. &.,&3$- &/. 3$-(5*) ψk(ci) = ϕk ∧ (z = ci)< H3 &/. &.,& 3$- ψk(ci) ', %$,'&'@.7 >. )6$6*5:. &/)& k#$%&'()* $,& ', .45)* &$ ci< J&/.->',.7 >. )6 $6*1 $6*5:.&/)& &/. ;<'<*<0< $3 &/. k#$%&'()* $,& ', .45)* &$ ci< !3! 4%-+&(-)*'+ )' 2%'2'&*)*'+-( .'%/$(-0D.& A = (Σ, L, l0,X , E,I, Js, Jd, z,V) 0. ) >.';/&.: &'(.: )5&$()&$67
Md(A) = (Σ∪B,Sd, s

0
d,→d,Vd) ) :',-.&',.: ($:.*7 )6: k ∈ IN< K)/ ,&)&. s$3 Md(A) -.)/)0*. $6 ) k#-56 )6 0. .6$:.: 01 ) 0'&#@.&$- >/$,. *.6;&/7,)1 n7 :.%.6:, $6 &/. 65(0.- $3 *$)&'$6,7 &/. $6,&)6& cmax7 &/. ()8'()*:5-)&'$6 $,&7 )6: &/. 65(0.- k< ?/5,7 .)/ ,&)&. s $3 Md(A) )6 0. -.%#-.,.6&.: 01 ) @.&$- w = (w[1], . . . , w[n]) $3 %-$%$,'&'$6)* @)-')0*., B5,5)**1  !" #$%&%'$# z < ci !"# i = 0, 1, 2, . . . $%%&$#'() '( *+', ,&*'"( .&("*&, $ %#"%",'*'"($/!"#01/$ &(".'() *+& !$* *+$* *+& 2$/1& "! *+& 2$#'$3/& z ', /&,, *+$( ci4



 !"  !"#$% &!'$%()**#,$-%./ 0$12*#3 452*#*$6$%%&'  !"!# $"%&"'(# ( )* +,-, +& .&/&. )* $0 $ )(*'"(  !"!# $"%&"'(#  1 2 34-)&0&56&4& (w0, . . . , wk) */ 7%*8$% 0)$)& 9$.-$8%&0 -0 $%%&' $  +,'*(& k./"!01:*. )+* 7%*8$% 0)$)& 9$.-$8%&0 w, w′; +& '&34& ),& /*%%*+-47 <.*<*0-)-*4$%/*.=6%$&>
◦ Is(w) -0 $ /*.=6%$ *9&. w ),$) -0 ).6& /*. $ 9$%6$)-*4 sw */ w -? sw = s1
◦ p(w) -0 $ /*.=6%$ *9&. w ),$) -0 ).6& /*. $ 9$%6$)-*4 sw */ w -? p ∈ V(sw)@&4*'&0 $ 0&) */ 0)$)&0 */ Md(A) -4 +,-, p ∈ PV ,*%'0(1
◦ T (w, w′) -0 $ /*.=6%$ *9&. w $4' w

′ ),$) -0 ).6& /*. )+* 9$%6$)-*40 sw*/ w $4' sw′ */ w′ -? (sw, sw′) ∈→d @&4*'&0 ),& ).$40-)-*4 .&%$)-*4 */
Md(A)(1A,& '&34-)-*4 */ ),& /*.=6%$ T -49*%9&0 ),& B**%&$4 &4*'-47 */ $''-)-*4$4' =6%)-<%-$)-*4 */ .$)-*4$% 46=8&.0; +,-, ,$0 8&&4 '&0.-8&' -4 C D℄1F& $4 4*+ '&34& ),& <.*<*0-)-*4$% /*.=6%$ ϕk; -4).*'6&' -4 G680&H)-*4 I1 1 20 -) +$0 =&4)-*4&' -4 G680&)-*4 I1 ; ϕk -0 $ *4J64)-*4 */ )+*/*.=6%$&1 A,& 3.0) *4&; '&4*)&' 8K p(w); -0 $ ).$40%$)-*4 */ $ <.*<*0-)-*4$%9$.-$8%& p ),$) .&<.&0&4)0 $ %*$)-*4 -4 56&0)-*41 A,& 0&*4' *4&; '&4*)&' 8K

[M
s0
d

d ]k; &4*'&0 ),& 64/*%'-47 */ ),& ).$40-)-*4 .&%$)-*4 */ Md(A) 6< )* '&<),
k ∈ IN1A,& /*.=6%$ [M

s0
d

d ]k -0 '&34&' *9&. 7%*8$% 0)$)& 9$.-$8%&0 wi; /*. 0 ≤ i ≤ k;$4' -) *40).$-40 ),& 0K=8*%- kH<$), )* 8& 9$%-' kH.64 */ Md(A)1 L$=&%K;
[M

s0
d

d ]k := Is0
d

(w0) ∧ ∀
k−1

i=0 T (wi, wi+1) ! ! "#$ %&'#()&* + , -&$.,' ,'/&$)(0.L*+ +& 7-9& $4 $%7*.-),= ),$) /*.=$%-0&0 ),& =&),*' /*. 34'-47 ),& 7.&$)&0)-4)&7&. %*+&. 8*64' */ kH*<)-=$% *0) -4/*.=$%%K '&0.-8&' $8*9&1M4 2%7*.-),=  +& 60& ),& <.*&'6.& checkSAT (γ) ),$) /*. $4K 7-9&4<.*<*0-)-*4$% /*.=6%$ γ .&)6.40 $ <$-. (X,W ); +,&.&W '&4*)&0 ),& 9$%6$)-*4.&)6.4&' 8K $ G2A 0*%9&.; $4' X $4 8& *4& */ ),& /*%%*+-47 ),.&& 9$%6&0>
TRUE; FALSE; $4' UNKNOWN 1 A,& =&$4-470 */ ),& 9$%6&0 TRUE$4' FALSE $.& 0&%/H&9-'&4)1 A,& 9$%6& UNKNOWN -0 .&)6.4&' &-),&. -/),& <.*&'6.& checkSAT -0 4*) $8%& )* '&-'& 0$)-03$8-%-)K */ -)0 $.76=&4)  !"#% "&'" (% )#*"#+,-#*& .%"(%%+ *"'"%* s %+!)%) '* *%/-%+%* !0 12* '+) 32* '+)"&%#4 4%54%*%+"'"#!+* #+ "%46* !0 54!5!*#"#!+'7 8'4#'.7%* w[i]9



 !"#$%&'( &'%)+,-. /0) k#12%&,#034,5%6 )2-&  ! "#$%#& '()* +,*'*$ $#)*(-$ +*,#(./ (, %0' $( $*,)#&0$* #$'*12 .-* $( *3%0-'$#(&(2 040#1051* )*)(,67 8* 01'( -'* $%* +,(*.-,* getCOST (W ) $%0$ 2(, $%*401-0$#(& W / "%#% ,*+,*'*&$' 0 k−,-& ρ/ ,*$-,&' 0 &0$-,01 &-)5*, c '-%$%0$ $%* ('$ (2 ρ #' 1*'' $%0& c7 :-,$%*,/ 2(, 0 ;#4*& +,(+('#$#(&01 2(,)-10
ϕk/ "* .*&($* 56 φk(c) $%* 2(,)-10 ϕk ∧ (z < c)/ 0&. 56 ψk(c) $%* 2(,)-10
ϕk ∧ (z = c)7 !"#$%&'( ) <& 01;(,#$%) 2(, =&.#&; ;7#71757 (2 k>(+$#)01 ('$ ! k ← 0"! $*+*,&#! (result,W )← checkSAT (ϕk)$! %- result = FALSE &'*.%! k ← k + 1&! *!/* %- result = UNKNOWN &'*.'! $*&0$. UNKNOWN(! *.1 %-)! 0.&%! result = TRUE?$%*,* *3#'$' 0 "#$&*'' (2 $%* 1*&;$% k 2(, 0 .*'#,051* +,(+*,$6@ *! c← getCOST (W )  ! $*+*,& "! %- c = 0 &'*. #! $*&0$. k>(+$#)01 ('$ #' *A-01 $( 0 $! *.1 %- %! (result,W )← checkSAT (φk(c− 1)) &! %- result = TRUE &'*. '! c← getCOST (W ) (! *!/* %- result = UNKNOWN &'*. )! $*&0$. UNKNOWN"*! *.1 %-" ! 0.&%!! result = FALSE?(+$#)01 ('$ (2 0&6 k>,-& #' ;,*0$*, (, *A-01 $( c@""! (result,W ) ← checkSAT (ψk(c))"#! %- result = TRUE &'*."$! $*&0$. k>(+$#)01 ('$ #' *A-01 $( c"%! *!/*"&! $*&0$. ;7#71757 (2 k>(+$#)01 ('$ #' *A-01 $( c"'! *.1 %-



℄; <( *-)$14 ('$ +3-2$ 4$0+/%-7 %;$;('$ )%4/$($ 2+1,$4 c1 +0) c2 +/$ ('$ -4(4 -5 ('$ '-%$ -5 5-/%0&7 /$46$(%2$1@7+%//+5(  +0) +%//+5( " (- .+%(; A'$4$ -4(4 1+3$1 ('$ (/+04%(%-047 /$46$(%2$1@75/-* 1-+(%-0 Start (- 1-+(%-0 W17 +0) 5/-* 1-+(%-0 Start (- 1-+(%-0 W2;A'$ -4( wi7 +((+'$) (- 1-+(%-0 Wi7 %4 /$1+($) (- ('$ (%*$ 46$0( -0 .+%(%0&3@ +%//+5( i; H-/ ('$ +%//+5( ('+( '+4 (- .+%( 5-/ ('$ 1$+/+0$7 .$ *-)$1(.- 6-44%31$ *+0-$,2/$4; > L/4( -0$ %4 (- /$),$ ('$ 46$$)7 +0) %0 ('%4 +4$('$ +%//+5( 4(+@4 %0 1-+(%-0 Wi; >0-('$/ 6-44%3%1%(@ %4 (- '+0&$ ('$ -/%&%0+1(/+E$(-/@7 .'%' %4 *-)$11$) 3@ ('$ 1--6 (/-,&' 1-+(%-0 W ′
i ; M-%0& ('%4*+0-$,2/$ /$?,%/$4 + L8$) -4( c′i7 (+=$4 +( 1$+4( -0$ (%*$ ,0%(7 +0) +11-.4(- 6+@ w′i %04($+) -5 wi 6$/ $+' (%*$ ,0%(; B%0$ %( %4 /$+1%4(% (- /$),$ ('$(%*$ + /,0.+@ 4(+@4 ,0,4$)7 .$ 6$0+1%4$ ('%4 $2$0( 3@ + -4( c0 6$/ (%*$ ,0%(;H%0+11@7 .$ +44,*$ ('+( ('$ 1+0)%0& -5 $+' +%//+5( (+=$4 +( 1$+4( -0$ (%*$,0%( 4%0$ ('$ /$1+($) +=0-.1$)&$*$0( .+4 %44,$) 3@ ('$ -0(/-1 (-.$/; !1! 23-/'&0/$(%, '/45,(4>11 -5 ('$ $86$/%*$0(4 '+2$ 3$$0 6$/5-/*$) -0 + -*6,($/ $?,%66$) .%(' ('$6/-$44-/ <0($1 G-/$ " M,- D" NOPF7 " NQ *+%0 *$*-/@ +0) ('$ -6$/+(%0&4@4($* R%0,8;<0 A+31$4  +0) " .$ 6/$4$0( $86$/%*$0(+1 /$4,1(4 5-/ ('$ +%/ (/+: -0(/-16/-31$* *-)$1$) 3@ ('$ +,(-*+(-0 -0 H%&,/$  .%(' ('$ 5-11-.%0& -4(4C

c0 = 207 w2 = 207 w′2 = 407 w1 = 607 w′1 = 407 c1 = 207 c′1 = 207 c2 = 207
c′2 = 20S .$ /$5$/ (- ('%4 +,(-*+(-0 +4 >,(-*+(-0  ;



 !"#$%&'( &'%)+,-. /0) k#12%&,#034,5%6 )2-&  !"

W ′

1
L1 Target

W1 L2
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