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I(a) 4- &1$ )'++'64-8 /&,-2,(2 6,7B
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I(Hv(x));G& 4& 6$++ H-'6- )(': ':=.&$( ,(4&1:$&4 &1,& 4- &6'>/ ':=+$:$-& ($=?($/$-&,&4'- ') , -.:3$( b &1$ :'/& /48-45,-& 34& 4/ $E.,+ &' 1 4) ,-2 '-+7 4)&1$ -.:3$( b 4/ -$8,&4#$; I$,++ ,+/' &1,& )'( $#$(7 34& #$&'( a ') +$-8&1 n9&1$ )'++'64-8 1'+2B
−2n−1 ≤ I(a) ≤ 2n−1 − 1. J K ! "#%&'#( %) *+',-./,' +/0*,'%#1 *#& %2/+*,'%#1L$ /&,(& 64&1 ,- '3#4'./ '3/$(#,&4'- &1,& &1$ ($/.+& ') ,- ,(4&1:$&4 '=$(,&4'-:,7 -'& 5& 4- &1$ &6'>/ ':=+$:$-& ($=($/$-&,&4'- ') , 84#$- +$-8&1 n; D14/ 4/+$,( )'( ,224&4'-9 /.3&(,&4-8 ,-2 :.+&4=+4,&4'-; D1$($ 4/ ,+/' '-$ =,(&4.+,(,/$ )'( 24#4/4'-; @,:$+79 61$- , 24#42$-2 4/ $E.,+ &' −2n−1−1 ,-2 , 24#4/'(4/ $E.,+ &' −19 &1$ ($/.+&9 6141 4/ $E.,+ &' 2n−19 2'$/ -'& 5& 4-&' n 34&/;M.1 , /4&.,&4'- 4/ ,++$2 ,- )3'7=)<; D14/ :'&4#,&$/ &1$ )'++'64-8 -'&4'- ')),4&1).+ $-'24-8;C$& ◦ 3$ , 34-,(7 ,(4&1:$&4 '=$(,&4'- ,-2 +$& � 3$ , 34-,(7 '=$(,&4'-'- *''+$,- #$&'(/; L$ /,7 &1,& &1$ '=$(,&4'- � '%)4'" &1$ '=$(,&4'- ◦0#!&90.22, 4) ,-2 '-+7 4) )'( $#$(7 x, y ∈ BVn ,-2 $#$(7 v ∈ Val9

−2n−1 ≤ Iv(x) ◦ Iv(y) ≤ 2n−1 − 1 =⇒ Iv(x � y) = Iv(x) ◦ Iv(y).



 !"  !"#$%& '(#$%$!)#$% &%'()*)+( +, *$% ,-)*$,.//0 %(+&)(2 +, - .(-30 -3)*$4%*) +5%3-*)+( )6-(-/+2+.678( 9$-* ,+//+96 9% -66.4% *$-* *$%3% )6 - 2/+:-/ ;-3)-:/% overflow )()*)-//06%* *+ false )( 9$)$ *$% <++/%-( ,+34./- %=53%66)(2 - 5+66):/% +;%3>+9 )6+45.*%&7?%* ∼ :% - *9+ -32.4%(* -3)*$4%*) 3%/-*)+(7 @% 6-0 *$-* - *9+ -32.4%(*+5%3-*)+( ⊲⊳ : BVn ×BVn −→ F  !"#$ %&&' ()+,(- *$% 3%/-*)+( ∼ ), -(& +(/0), ,+3 %;%30 x, y ∈ BVn -(& %;%30 v ∈ ValA
hv(x ⊲⊳ y) = 1 ⇐⇒ Iv(x) ∼ Iv(y). !"! #$&'($) &* +,- .-/0+(&$ 1-230/ +&48( +3&%3 *+ '(& - <++/%-( ,+34./- *$-* ,-)*$,.//0 %(+&%6 *$% %B.-/)*0 3%C/-*)+( -66.4% *$-* v )6 -( -3:)*3-30 :.* '=%& ;-/.-*)+(A -(& +:6%3;% *$-*

Iv(x) = Iv(y) )D hv
(

∀n−1

j=0 (xj ≡ yj)
)

= 17 #$.6A E/2+3)*$4  +(6*3.*6- <++/%-( ,+34./-  !"#$(x, y) *$-* )6 *$% +(F.(*)+( +, -// *$% ,+34./-% +,*$% ,+34 xj ≡ yj7 !"#$%&'( )  !"#$*+,-&. <++/%-( ;%*+36 xA y +, /%(2*$ n7/-&,-&. E <++/%-( ,+34./- f 6.$ *$-* ∀v ∈ ValA Iv(f) = 1 ⇐⇒ Iv(x) =
Iv(y)7 ! 0-+&%#+  !"#$Gx, yH"! f← true#! 0#$ j ← 0 &# n− 1 2#$! f← f ∧ (x[j] ≡ y[j])%! 3+2 0#$&! $3&-$+ f'! 3+2 0-+&%#+ !5! 6''(+(&$#+ &%'(% *$% -&&)*)+( +, *9+ <++/%-( ;%*+36 9% -&-5* *$% 4%*$+& +,*$% -&&)*)+( +, *9+ :)* ;%*+36 I(+9( ,3+4 +45.*%3 -3)*$4%*)7 ?%* x, y:% *9+ <++/%-( ;%*+36 +, /%(2*$ nA )7%7 /%* x = 〈xn−1, . . . , x0〉 -(&

y = 〈yn−1, . . . , y0〉A 9$%3% ,+3 %;%30 0 ≤ k < nA xk -(& yk -3% <++/%-(,+34./-%7 J%'(% -( +3&%3%& 5-)3 +, <++/%-( ;%*+36 〈w, c〉 ∈ BVn ×BVn+1 -6,+//+96K '36*A /%* c0 = 0L (%=*A ,+3 0 ≤ k < nA /%*
〈wk, ck+1〉 = 〈xk ⊕ yk ⊕ ck, (xk ∧ yk) ∨ (xk ∧ ck) ∨ (yk ∧ ck)〉 .



 !""#$%& $&"()&* "+ %,)-./$-) "0$,%-)"&1  ! "#$ %$'() w )$*)$+$,'+ '#$ +-. (/ x 0,1 y2 0,1 '#$ %$'() c )$*)$+$,'+ '#$+-$$13,4 0))5 63'+7 89$0)952 '#$ +-. (/ ':( 63' %$'()+ (/ 9$,4'# n .05 ,(';' 3,'( n 63'+7 <5 = >2 '#3+ #0**$,+ 3/ 0,1 (,95 3/ '#$ +-. 3+ 9$++ '#0, −2n() 4)$0'$) '#0, 2n − 17 ?' 3+ @,(:, /)(. (.*-'$) 0)3'#.$'3 '#0' 0113,4':( 3,'$4$)+ 0-+$ 0, (%$)A(: $B0'95 :#$, '#$ 0))5 63'+ cn 0,1 cn+1 0)$13C$)$,'7 !"#$%&'( )  !!*+,-&. <((9$0, %$'()+ x2 y (/ 9$,4'# n7/-&,-&. D <((9$0, %$'() w (/ 9$,4'# n +-# '#0' ∀ v ∈ V al2 3/ −2n−1 ≤
Iv(x) + Iv(y) ≤ 2n−1 − 12 '#$, Iv(w) = Iv(x) + Iv(y)7 ! 0-+&%#+  !!=x2 y>"! c[0] ← false#! 0#$ k ← 0 &# n− 1 2#$! w[k]← x[k] ⊕ y[k] ⊕ c[k]%! c[k + 1] ← (x[k] ∧ y[k]) ∨ (x[k] ∧ c[k]) ∨ (y[k] ∧ c[k])&! 3+2 0#$'! overflow← overflow ∨ (c[n] ⊕ c[n + 1])(! $3&-$+ w

〈false, . . . ,false, true〉



 !"  !"#$%& '(#$%$!) !"#$%&'( )  !!"#$*+,-&. # $%&'() *+ ',-. n /$0 /$ ,$-(1() a2/-&,-&. # 3**4(/$ 5(-*) w *+ 4($1-7 n .%7 -7/- ∀v ∈ Val8 ,+ −2n− 1 ≤
a ≤ 2n−1 − 18 -7($ Iv(w) = a2 ! 0-+&%#+  !!"#$9$8 /:"! %0 a < 0 &'2+#! w[n− 1] ← true$! 2!32%! w[n− 1] ← false&! 2+4 %0'! 0#$ k ← 0 &# n− 2 4#(! %0 a(#4 2 = 0 &'2+)! w[k]← false *! 2!32  ! w[k]← true "! 2+4 %0 #! a← a >> 1 $! 2+4 0#$ %! overflow← overflow ∨ (a 6= 0 ∧ a 6= −1) &! $2&-$+ w '! 2+4 0-+&%#+;( /)( /'4( -* ;),-( 0*;$ /$ /41*),-7& -7/- *&<%-(. -7( /00,-,5( ,$5().( *+/ 3**4(/$ 5(-*) x8 /4.* /44(0 -7( *<<*.,-( *+ x2=*-( -7/- ,$ -;*>. *&<4(&($- /),-7&(-, /00,$1 -7( $%&'() 1 -* / n?',-$%&'() b 1($()/-(. *5()@*; ,+ /$0 *$4A ,+ b = 2n−12 #. -7( -;*>. *&<4(&($-)(<)(.($-/-,*$ *+ -7( $%&'() 2n − 1 ,. *+ -7( +*)& 〈0, 1, . . . , 1〉8 ;7,7 ,. -7()(.%4- *+ *&<4(&($-,$1 (/7 ',- ,$ -7( 5(-*) 〈1, 0, . . . , 0〉 -7/- )(<)(.($-. -7($%&'() −2n−18 ,- +*44*;. -7/- -/B,$1 /00,-,5( ,$5().( *+ / 1,5($ $%&'() a1($()/-(. *5()@*; (C/-4A ;7($ a = −2n−12D$ -7( /41*),-7& +*) .%'-)/-,$1 ;( $((0 .*&( /%C,4,/)A *<()/-,*$. *$3**4(/$ 5(-*).2E*) / 1,5($ 3**4(/$ 5(-*) x *+ 4($1-7 n /$0 /$ ,$-(1() m ≥ n8 -7( /%C,4,/)A*<()/-,*$ &'($)* ,&<4(&($-(0 ,$ #41*),-7& F )(/-(. / 3**4(/$ 5(-*) w *+4($1-7 m -7/- )(<)(.($-. -7( ./&( ,$-(1(). /. -7( 5(-*) x2 G7,. ,. 0*$( 'A*<A,$1 /44 -7( (4(&($-. *+ x -* -7( *))(.<*$0,$1 (4(&($-. *+ y /$0 -7($*<A,$1 -7( .,1$ ',- *+ x -* -7( &*.- .,1$,H/$- m − n (4(&($-. *+ y2 G7(/41*),-7& 0(.),'(0 )(@(-. -7( B$*;$ *<()/-,*$ *+ (C-($.,*$ -7/- *$.,.-.,$ ,$)(/.,$1 -7( $%&'() *+ ',-. *+ / ',$/)A $%&'() ;7,4( <)(.()5,$1 -7($%&'()>. .,1$ /$0 5/4%(2 E*) (C/&<4(8 ,+ 8 ',-. /)( %.(0 -* )(<)(.($- -7( 5/4%(



 !""#$%& $&"()&* "+ %,)-./$-) "0$,%-)"&1  !" !"#$%&'( )  !!*+,-&. # $%%&'() *',%- x %. &')/,0 n1/-&,-&. # $%%&'() *',%- w %. &')/,0 n 230 ,0(, ∀v ∈ Val4 5. −2n−1 <

Iv(x) ≤ 2n−1 − 14 ,0') Iv(w) = −Iv(x)1 ! 0-+&%#+  !!6x7"! 0#$ k ← 0 &# n− 1 2##! w[k]← ¬x[k]$! 3+2 0#$%! w← "##(w,$%%&'((n, 1))&! $3&-$+ w'! 3+2 0-+&%#+ !"#$%&'( 4 *+,(-#*+,-&. # $%%&'() *',%- x %. &')/,0 n ()8 ( 9%25,5*' )3:;'- m ≥ n1/-&,-&. # $%%&'() *',%- w %. &')/,0 m 230 ,0(, ∀v ∈ Val4 Iv(w) = Iv(x)1 ! 0-+&%#+ *+,(-#6x4 m7"! 0#$ k ← 0 &# n− 1 2##! w[k]← x[k]$! 3+2 0#$%! 0#$ k ← n &# m− 1 2#&! w[k]← x[n− 1]'! 3+2 0#$(! $3&-$+ w)! 3+2 0-+&%#+
−15 325)/ ,<%=2 %:9&':'), 〈1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1〉4 ()8 25/) '>,')8 ,% 16 ;5,2 5232'84 ,0' )'< -'9-'2'),(,5%) <%3&8 ;' 〈1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1〉1?%- ( /5*') $%%&'() *',%- x %. &')/,0 m4 ,0' (3>5&5(-@ %9'-(,5%) .(#/(5:9&':'),'8 5) #&/%-5,0: A -'(,'2 ( $%%&'() *',%- w %. &')/,0 n ≤ m 230,0(, '*'-@ 5),'/'- -'9-'2'),'8 ;@ ,0' $%%&'() w 52 (&2% -'9-'2'),'8 ;@ ,0'$%%&'() *',%- x1B%< <' (-' 5) ( 9%25,5%) ,% <-5,' 8%<) () (&/%-5,0: .%- 23;,-(,5%) %.,<% $%%&'() *',%-2 -'9-'2'),5)/ 5),'/'- )3:;'-21 #, ,0' ;'/5))5)/ ,0'(&/%-5,0: ')&(-/'2 ;%,0 ,0' (-/3:'),2 ;@ %)' ;5, 5) %-8'- ,% (*%58 ( 9%2C25;&' %*'-D%< ,0(, :(@ %3- 5) ,0' %9'-(,5%) %. ,(E5)/ ,0' (885,5*' 5)*'-2'1F0') ,0' (&/%-5,0: (882 ,0' ')&(-/'8 G-2, (-/3:'), ,% ,0' (885,5*' 5)*'-2'%. ,0' ')&(-/'8 2'%)8 (-/3:'), ()8 93,2 ,0' -'23&, 5) () (3>5&5(-@ $%%&'()*',%- w1 H*'),3(&&@4 ,0' %*'-D%< 52 %:93,'8 ()8 (2 ,0' -'23&, %. 23;,-(,5%),0' (&/%-5,0: -',3-)2 ,0' $%%&'() *',%- .(#/((w, n)1



 !"  !"#$%& '(#$%$!) !"#$%&'( )  !"#!*+,-&. # $%%&'() *',%- x %. &')/,0 m ()1 ( 2%34,4*' )567'- n ≤ m8/-&,-&. # $%%&'() *',%- w %. &')/,0 n 350 ,0(, ∀v ∈ Val9 4.−2n ≤ Iv(x) ≤
2n − 19 ,0') Iv(w) = Iv(x)8 ! 0-+&%#+  !"#!:x9 n;"! 0#$ k ← 0 &# n− 2 2##! w[k] ← x[k]$! 3+2 0#$%! w[n− 1] ← x[n− 1]&! $3&-$+ w'! 3+2 0-+&%#+ !"#$%&'( 4 %#&'()'*+,-&. $%%&'() *',%-3 x9 y %. &')/,0 n8/-&,-&. # $%%&'() *',%- w %. &')/,0 n 350 ,0(, ∀v ∈ Val9 4. −2n−1 ≤
Iv(x)− Iv(y) ≤ 2n−1 − 19 ,0') Iv(w) = Iv(x)− Iv(y)8 ! 0-+&%#+ %#&'()':x9 y;"! p← *+'!,"(x, n + 1)< q← *+'!,"(y, n + 1)#! w← -""(p, .//(q))$! overflow← overflow ∨ ¬(w[n− 1] ≡ w[n])%! $3&-$+  !"#!(w, n)&! 3+2 0-+&%#+ !"! #$%&'(%'*&'+,=) ,0' (&/%-4,06 .%- 65&,42&4(,4%) >' )''1 3%6' (114,4%)(& (5?4&4(-@ %2'-(A,4%)3 %) $%%&'() *',%-39 )(6'&@9 %012'3!2'9 45,6#,'15, ()1 -&78B0' (5?4&4(-@ %2'-(,4%) %012'3!2'9 >040 43 462&'6'),'1 4) #&/%-4,06!9 43 ,0' %2'-(,4%) %. 304.,4)/ ( $%%&'() *',%- %)' 74, &'.,9 ()1 (.,'- 304.,4)/9C&&4)/ 4) ,0' &'(3, 34/)4C(), 2%34,4%) %. ,0' *',%- >4,0 ,0' $%%&'() .%-65&(

false8 B043 %2'-(,4%) %--'32%)13 ,% ,0' >'&& D)%>) %2'-(,4%) (&&'1 ( &%/4(&304.,8 B0' %2'-(,4%) %. 304.,4)/ 43 (&3% 53'1 4) ,0' (&/%-4,06 .%- 14*414)/)%))'/(,4*' 4),'/'-38B0' %2'-(,4%) 45,6#,'15, 462&'6'),'1 4) #&/%-4,06 E -'(,'3 ,0' 74,A>43' %)F5),4%) %. ( $%%&'() .%-65&( ()1 ( $%%&'() *',%-8 B043 3462&'%2'-(,4%) ')(7&'3 3465&(,4)/ ( %)14,4%)(& '?'5,4%) 4) ,0' (&/%-4,063 %. 65&A,42&@4)/ ()1 14*414)/8 B0' -'(3%) .%- ,043 43 ,0' .%&&%>4)/ %7*4%53 2-%2'-,@G
(∀v ∈ Val) Iv(45,6#,'15,(f, x) =

{

0, 4. Iv(f) = 0

Iv(x), 4. Iv(f) = 18



 !""#$%& $&"()&* "+ %,)-./$-) "0$,%-)"&1  !" !"#$%&'( )  !"#$%&#$*+,-&. # $%%&'() *',%- x %. &')/,0 n1/-&,-&. # $%%&'() *',%- x &%/2(&&3 402.,'5 &'., 63 %)'1 ! ,$#12-$1  !"#$%&#$7x8"! 3#$ k ← n− 1 2#4+ &# 1 2##! x[k]← x[k − 1]$! 1+2 3#$%! x[0]← false&! 1+2 ,$#12-$1 !"#$%&'( 5 '()*+)$"()*+,-&. # $%%&'() .%-9:&( f  !"  #$$%& ! '&)$* x $+ %&!,)- n. !"#!"$ / #$$%& ! '&)$* w $+ %&!,)- n 01- )- ) +$* &'&*2 0 ≤ k < n3
w[k] = f ∧ x[k]. ! %!&"()&  !"#$"&'!"4f 3 x5"! %)* k ← 0 ") n− 1 +)#! w[k]← f ∧ x[k]$! ,&+ %)*%! *,"!*& w&! ,&+ %!&"()&6$*  ,7'&! #$$%& ! '&)$* x $+ %&!,)- n3 )-&  187%7 *2 $9&* )7$! ()*7:9%&:&!)&" 7! /%,$*7)-: ;< *& )&0  #$$%& ! '&)$* w $+ %&!,)- n 01- )- )

w *&9*&0&!)0 )-&  =0$%1)& ' %1& $+ xp  !" qB!&8)3 )-& :$0) 07,!7C !) =7) $+ & - $+ )-&  187%7 *2 ' *7 =%&0 70 0&) )$ falseB&'&!)1 %%23 =$)- )-&  187%7 *2 ' *7 =%&0  *& &!% *,&" )$ 07D& 2 · n3  !" w 70 0&))$ 〈false, . . . ,false〉./+)&* )-&0& 9*&9 * )$*2 0)&903 )-&  %,$*7)-: 9*$&&"0  0 +$%%$?0E +$* &'&*2
k +*$: 0 )$ n− 1 )-& $!F1!)7$! $+ )-& :1%)79%7 !"  !" )-& k)- &%&:&!) $+:1%)79%7&* 70  ""&" )$ w. G-70 % 0) 0)&9 07:1% )&0 )-& $!"7)7$! %  ""7)7$! $+)-& :1%)79%7 !" )$ )-& 9*$"1)E )-& :1%)79%7 !" 70  ""&" 7! )-& k)- 0)&9 7+ !" $!%2 7+ )-& k)- &%&:&!) $+ :1%)79%7&* *&9*&0&!)0 )-& =7! *2 ' %1& 1.



 !"  !"#$%& '(#$%$!) !"#$%&'( )*  !"+,-.&/ # $%%&'() *',%- x %. &')/,0 n10.&-.&/ # $%%&'() *',%- w %. &')/,0 n 230 ,0(, ∀v ∈ Val4 5. −2n−1 <

Iv(x) ≤ 2n−1 − 14 ,0') Iv(w) = |Iv(x)|1 ! 1.,&%#,  !"6x7"! y← #$$(x)#! 1#$ k ← 0 &# n− 2 3#$! w[k] ← (x[n− 1] ∧ y[k]) ∨ (¬x[n− 1] ∧ x[k])%! 4,3 1#$&! w[n− 1] ← false'! $4&.$, w(! 4,3 1.,&%#, !"#$%&'( )) %&'()$'*+,-+./+,-.&/ $%%&'() *',%-2 x4 y %. &')/,0 n0.&-.&/ # $%%&'() *',%- w %. &')/,0 2 · n 230 ,0(, ∀v ∈ Val4 5. Iv(x) ≥ 0()8 Iv(y) ≥ 04 ,0') Iv(w) = Iv(x) · Iv(y)1 ! 1.,&%#, %&'()$'*+,-+./6x4 y7"! p← x9 p[n− 1] ← false9 p← 01(.-2(p, 2 · n)#! q← y9 q[n− 1] ← false9 q← 01(.-2(q, 2 · n)$! w← 3,,'4.(2 · n, 0)%! 1#$ k ← 0 &# n− 2 3#&! w←  22(w, 6,-7&-(),-(q[k], p)'! 89):(;.:((p)(! 4,3 1#$)! $4&.$, w *! 4,3 1.,&%#,:0' .%&&%;5)/ #&/%-5,0<  = -'(,'2 ( $%%&'() *',%- ,0(, -'>-'2'),2 ,0' -'?23&, %. <3&,5>&5(,5%) %. ,;% $%%&'() *',%-2 ,0(, -'>-'2'), 25/)'8 5),'/'-21 #,,0' @'/5))5)/4 ,0' (&/%-5,0< ')&(-/'2 @%,0 ,0' (-/3<'),2 @A %)' @5,1 :0')4,;% (2'2 (-' %)258'-'8B ,0' (-/3<'),2 (-' %. ,0' 2(<' 25/) 6f07 ()8 ,0' (-/3?<'),2 0(*' 85C'-'), 25/)2 6f171 D) '(0 %. ,0' (2'2 ,0' (&/%-5,0< 2A<@%&5(&&A%)*'-,2 ,0' (-/3<'),2 ,% @' )%))'/(,5*'4 8%'2 () 3)25/)'8 <3&,5>&5(,5%)4()8 .%- ,0' (2' ;0') ,0' %-5/5)(& (-/3<'),2 0(*' 85C'-'), 25/)24 )'/(,'2 ,0'-'23&,1 E'F,4 .-%< ,0' ,;% 2A<@%&5 -'23&,24 )(<'8 w0 ()8 w14 ,0' G)(& -'23&,52 -'(,'8 5) ,0' .%&&%;5)/ ;(AB .%- '*'-A k 230 ,0(, 0 ≤ k < 2 · (n + 1)4,0' k,0 @5, %. ,0' >-%83, 52 2', ,% f0 ∧ w0[k] ∨ f1 ∧ w1[k]1 H*'),3(&&A4 ,0'%*'-I%; 52 %<>3,'8 ()8 ,0' -'23&, 52 -'83'8 ,% n @5,21



 !""#$%& $&"()&* "+ %,)-./$-) "0$,%-)"&1  !" !"#$%&'( )*  !"#$%"&+,-.&/ #$$%&'( )&+$,- x. y $/ %&(0+1 n0.&-.&/ 2 #$$%&'( )&+$, w $/ %&(0+1 n -31 +1'+ ∀v ∈ Val. 4/ −2n−1 ≤
Iv(x) · Iv(y) ≤ 2n−1 − 1. +1&( Iv(w) = Iv(x) · Iv(y)5 ! 1.,&%#,  !"#$%"&6x. y7"! p← '(#)*+(x, n + 1)8 q← '(#)*+(y, n + 1)#! w0 ← !"#$%"&,-*,).(/01(p), /01(q))$! w1 ← 2%%(w0)%! f0 ← (¬x[n− 1] ∧ ¬y[n− 1]) ∨ (x[n− 1] ∧ y[n− 1])&! f1 ← (¬x[n− 1] ∧ y[n− 1]) ∨ (x[n − 1] ∧ ¬y[n− 1])'! m← 2 · (n + 1)(! 1#$ k ← 0 &# m− 1 3#)! w[k]← f0 ∧ w0[k] ∨ f1 ∧ w1[k] *! 4,3 1#$  ! of ← false "! 1#$ k ← n− 1 &# m− 2 3# #! of← of ∨ ¬(w[k] ≡ w[m− 1) $! 4,3 1#$ %! overflow← overflow ∨ of &! $4&.$, 3)+!)(w, n) '! 4,3 1.,&%#, !"! #$%$&$'(91&,& ',& :'(; <$--4=%& '%0$,4+1:- /$, >4)4>4(0 ($((&0'+4)& 4(+&0&,-5 ?&'>'<+&> +1& -$ '%%&> ,&-+$,4(0 ,'>4@AB >4)4-4$( '%0$,4+1: >&-,4=&> 4(2<<&(>4@ C $/ DE℄5 2%0$,4+1:  E 4- >$(& =; -14/+-. -3=+,'+4$(-. '>>4+4$(-'(> +&-+4(0 G1&+1&, +1& (3:=&, 4- (&0'+4)&5 91& '%0$,4+1: (&&>- /$3, ,&04-A+&,-H $(& /$, +1& >4)4>&(> x. $(& /$, +1& >4)4-$, y. $(& /$, +1& I3$+4&(+ q. '(>$(& /$, +1& ,&:'4(>&, r5 91& ,&04-+&,- r '(> q /$,: ' >$3=%&A%&(0+1 ,&04-+&,<'4,5 91& ,&04-+&, q 4- 4(4+4'%%; -&+ +$ +1& )'%3& $/ x '(> +1& ,&04-+&, q 4-4(4+4'%%; -&+ +$ 052%0$,4+1:  J ,&'+&- ' #$$%&'( )&+$, +1'+ ,&<,&-&(+- +1& ,&-3%+ $/ >4)4-4$($/ +G$ #$$%&'( )&+$,- +1'+ ,&<,&-&(+ -40(&> 4(+&0&,-5 91&,& ',& +1& -':& '-&-+$ $(-4>&, /$, ',03:&(+- '- 4( 2%0$,4+1:  B5 2%-$ +1& :&+1$> $/ $:<3+4(0+1& K('% ,&-3%+ 4- (&',%; +1& -':&5 91&,& ',& $(%; +G$ >4L&,&(&-5 91& K,-+$(& 4- +1'+ +1& ,&-3%+ 4- ($+ ,&>3&> +$ +1& %&(0+1 $/ ',03:&(+-. '- 4( '%% +1&'-&- $(-4>&,&> +1& ,&-3%+- ',& $/ %&(0+1 n5 91& -&$(> $(& 4- +1& :&+1$> $/-&++4(0 +1& $)&,M$G5



 !!  !"#$%& '(#$%$!) !"#$%&'( )*  !"!#$%&'%$(+,-.&/ "##$%&' (%*#+, x- y #. $%'/*0 n0.&-.&/ "##$%&' (%*#+, r, q ,10 *0&* ∀v ∈ Val- 2. Iv(x) ≥ 0 &'3 Iv(y) > 0-*0%' Iv(x) = Iv(q) · Iv(y) + Iv(r)4 ! 1.,&%#,  !"!#$%&'%$(5x- y6"! q← x7 r← )&&*+$(n, 0)#! 1#$ k ← 0 &# n− 1 3#$! -.!/01$/0(r)%! r[0]← q[n− 1]&! -.!/01$/0(q)'! r← -230450(r, y)(! q[0]← ¬r[n− 1])! r← 6##(r,7&'82'0!&'(r[n− 1], y)) *! 4,3 1#$  ! $4&.$, 〈q, r〉



 !""#$%& $&"()&* "+ %,)-./$-) "0$,%-)"&1  !" !"#$%&'( )*  !"!#$+,-.&/ #$$%&'( )&+$,- x, y $. %&(/+0 n0.&-.&/ #$$%&'( )&+$,- q, r -10 +0'+ ∀v ∈ Val2 3. Iv(y) 6= 02 +0&(
Iv(x) = Iv(q) · Iv(y) + Iv(r)2 sgn(Iv(q)) = sgn(Iv(x)) · sgn(Iv(y))2 '(4
sgn(Iv(r)) = sgn(Iv(x))5 ! 1.,&%#,  !"!#$6x2 y7"! p← %&'$(#(x, n + 1)8 q← %&'$(#(y, n + 1)#! 〈q0, r0〉 ←  !"!#$)*()$+(,-.(p), ,-.(q))$! q1 ← /00(q0)8 r1 ← /00(r0)%! f00 ← ¬x[n− 1] ∧ ¬y[n− 1])8 f01 ← ¬x[n− 1] ∧ y[n− 1])&! f10 ← x[n− 1] ∧ ¬y[n− 1])8 f11 ← x[n− 1] ∧ y[n− 1])'! 1#$ k ← 0 &# n 3#(! q[k]← ((f00 ∨ f11) ∧ q0[k]) ∨ ((f01 ∨ f10) ∧ q1[k]))! r[k]← ((f00 ∨ f01) ∧ r0[k]) ∨ ((f10 ∨ f11) ∧ r1[k]) *! 4,3 1#$  ! a← 1**23$(n + 1, 0) "! b← 1**23$(n + 1, 1) #! z← 1**23$(n + 1, 2n−1) $! of← %5672(p, /00(z)) ∧ %5672(q, /00(b)) ∨ %5672(y, a) %! overflow← overflow ∨ of &! $4&.$, 〈q, r〉 '! 4,3 1.,&%#,9( $,4&, +$ +&-+ +0& ':$)& '%/$,3+0;- <& 0')& ,&'+&4 +&-+3(/ =,$/,';-.$, '%% +0& ',3+0;&+3 $=&,'+3$(- $(-34&,&45 9( &)&,> =,$/,'; -$;& -13+':%&.$,;1%' ϕ 3- +&-+&4 3( +0& .$%%$<3(/ <'>? '+ @,-+2 ϕ 3- $()&,+&4 +$ ' -&+ $.%'1-&- C 3( ' <'> -10 +0'+ '%+0$1/0 +0& -&+ C 3- ($+ %$/3'%%> &A13)'%&(++$ +0& .$,;1%' ϕ2 3+ =,&-&,)&- -'+3-@':3%3+>2 35&5 C 3- -'+3-@':%& 3. '(4 $(%> 3.

ϕ 3- -'+3-@':%&8 +0&(2 <& 0&B -'+3-@':3%3+> $. C :> 1-3(/  !"!#$%5 C$;& $.&D=&,3;&(+'% ,&-1%+- .$, +0& =,$/,';- ;&(+3$(&4 ':$)& ',& =,$)34&4 3( E!℄5 ! "#$%& '()%'*+G- ' ,&-1%+ $. 3;=%&;&(+3(/ $1, #$$%&'( &($43(/ $. ',3+0;&+3 $=&,'+3$(- <&<&,& ':%& +$ &D+&(4 +0& ;$41%& & '()*++ $. +0& ;$4&% 0&B&, H&,3- EI℄ 3( $,J4&, +$ 3(%14& ;1%+3=%3'+3$( '(4 43)3-3$( 3( +0& -&+ $. +0& '%%$<&4 $=&,'+3$(-5K0& ;$41%& & '()*++ -&,)&- .$, )&,3@'+3$( $. =,$=&,+3&- $. +3;&4 '1+$;'+'<3+0 43-,&+& 4'+'5 K0& .$,;'%3-; $. +3;&4 '1+$;'+' <3+0 43-,&+& 4'+''(4 :'-3 ',3+0;&+3 $=&,'+3$(- 3- ($< 1-&4 3( )&,3@'+3$( $. L')' =,$/,';-6-&& EM2  N℄75 K0& #$$%&'( &($43(/ $. ',3+0;&+3 $=&,'+3$(- <'- '%-$ 1-&4 3(' (&< '==,$'0 +$ ;$4&% 0&B3(/ $. ->-+&;- -=&3@&4 3( OPQ 6-&& ER℄75



 !"  !"#$%& '(#$%$!) !"!#!$!&# ℄ %& %'()*+ ,& -./0101+ 2& 3'44'/+ 5& 3'44'/+ -& 61()88+ 9& 61:('*;& 5<),18.0* =0>/01? 1*14@;'; ;@;8)?& 5)<*'14 A)=>08+ ,81*B>0C D*'E)0;'8@+F""G&#F℄ A& -0.??1@)0+ %& -')0)& HIF,%5J H<)('*/ H )K=0);;'>*;& 2*J  !"$%&'()**++ LMH, NO!"+ ==& F!NPF!Q+ ,=0'*/)0+ -)04'*+ F""Q&#I℄ R&L& 6)**);;@+ 3&%& 9188)0;>*& %",-./0! &!12/0/.!03 & 4.56/2/5/270&--!"51+ I0C )C'8'>*& S>0/1* T1.B?1** 9.U4';<)0;+ ,1* V01*';>+H%+ F""I&#N℄ S& T1=0W1(+ X& M1U'1Y)(+ %& M'):'1C>?;('+ X& 9)*W)(+ %& 9Z40>41+S& ,W0)8)0+ -& X>[*1+ %& \U0W)W*@& ])02H, F""Q ^ 1 ?>C)4 <)()0 B>0(*>:4)C/) 1*C 0)14^8'?)& 8.69$ :6;"!,5/250+  ! _ ^N`+ I IPIFa+ F""a&#O℄ %& M'):'1C>?;('+ X& 9)*W)(+ S& ,W0)8)0& % *): 1==0>1< 8> ?>C)4<)('*/ >B DSL ;818) ?1<'*);& 8.69$ :6;"!,5/250+ "# _ ^I`+ Fa!PI"I+ F""!&#G℄ %& A181b+ -& X>[*1+ %& \U0W)W*@& % 801*;418>0 >B R1E1 =0>/01?; 8>5%33;& 8.69$ :6;"!,5/250+ "# _ ^I`+ I"OPIFN+ F""!&#Q℄ c& d')+ %& %'()*& ,18.0*J % ,%5^U1;)C 8>>4 B>0 U./ C)8)8'>*& 2*J !"$ %&'()**<+ LMH, IOQG+ ==&  I!P NI& ,=0'*/)0+ -)04'*+ F""O&#a℄ %& \U0W)W*@& % U>>4)1* )*>C'*/ >B 10'8<?)8' >=)018'>*;& 5)<*'14A)=>08 !!!+ 2H, 9%,+ F""Q&#!℄ %& \U0W)W*@+ %& 9Z40>41& ,%5^U1;)C 0)1<1U'4'8@ <)('*/ B>0 8'?)C1.8>?181 :'8< C';0)8) C181& 8.69$ :6;"!,5/250+ $" _IPN`+ OQ!PO!I+F""Q&# "℄ %& \U0W)W*@+ -& X>[*1& 5>:10C; E)0'e18'>* >B R1E1 =0>/01?; '* ])0^2H,& 8.69$ :6;"!,5/250+  ! _ ^N`+ OIIPONa+ F""a&


