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Rozwazania dotyczace trojwartosciowej
logiki L.ukaszewicza

W niniejszym artykule przedstawi¢ motywacje filozoficzne, ktore towarzy-
szyly Janowi Lukasiewiczowi podczas tworzenia logiki trojwartosciowej. Doko-
nam analizy trojwarto$ciowego rachunku zdan L, oraz przedstawig rozwiazanie

problemu paradoksow semantycznych i teoriomnogosciowych. Ponadto wskazg
wybrane wiasnosci strukturalne spojnikéw logicznych w L, oraz mozliwe in-

terpretacje filozoficzne trzeciej wartosci logicznej w systemie Lukasiewicza.

Pierwsze informacje dotyczace powstania logiki trojwartosciowej Jana Lu-
kasiewicza pochodza z 7 marca 1918 roku'. W czasie pozegnalnego wyktadu na
Uniwersytecie Warszawskim Lukasiewicz oglosit, ze zbudowatl system logiki
trojwartosciowej. Natomiast w 1920 roku w ,,Ruchu Filozoficznym” ukazal si¢
jego referat z 207. posiedzenia naukowego Polskiego Towarzystwa Filozoficz-
nego we Lwowie, w ktorym, po raz pierwszy w historii logiki, zostal przedsta-
wiony w sposob sformalizowany tréjwartosciowy system rachunku zdan®. W ko-
lejnych latach Lukasiewicz stworzyt cata klase logik wielowartosciowych, zde-
finiowanych za pomoca matryc logicznych, a wyniki swoich badan nad syste-
mami wielowartosciowymi zaprezentowal w 1930 roku we wspdlnej pracy z Al-
fredem Tarskim”.

J. Lukasiewicz, Z zagadnien logiki i filozofii, PWN, Warszawa 1961.

Tenze, O logice trojwartosciowej, ,,Ruch Filozoficzny” 5 (1920), s. 170-171.

J. Lukasiewicz, A. Tarski, Untersuchungen iiber den Aussagenkalkiil, ,,Comptes Rendus des
séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie”, 23 (1930), t. 11, s. 1-21.
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1. Motywacje filozoficzne

Znaczacy wpltyw na powstanie pierwszego trojwartosciowego rachunku zdan
autorstwa Jana tukasiewicza mialy dyskusje prowadzone w szkole lwowsko-
warszawskiej*. Dotyczyly one m.in. ogolnej teorii przedmiotow Brentana-Twar-
dowskiego-Meinonga, problemu determinizmu i indeterminizmu oraz takich
warto$ci jak wolnos¢ i tworczosé. Lukasiewicz byt zwolennikiem teorii przed-
miotdow sprzecznych Meinonga, zgodnie z ktora istnieja przedmioty posiadajace
sprzeczne cechy’. Meinong oparl swa koncepcje ontologiczna na zasadach: wol-
nosci (dopuszczalny jest kazdy rodzaj przedmiotow), niezaleznosci (przedmio-
tom moga przystugiwac cechy niezalezne od ich statusu ontycznego), intencjo-
nalnos$ci (kazde przedstawienie ma swoj przedmiot) oraz transcendencji (przed-
mioty bytuja niezaleznie od przedstawien). Przedmiotem jest wszystko to, co da-
je si¢ przedstawi¢ i uja¢ w jakim$ przezyciu. Natomiast przedmiotami sprzecz-
nymi sa przedmioty: logicznie niemozliwe (np. kwadratowe koto), empirycznie
niemozliwe (np. zlota gora) oraz fikcyjne (np. centaur)’. Gdyby tego typu obiek-
ty w ogole nie istnialy, to nie mozna by wypowiedzie¢ na ich temat zadnego sa-
du prawdziwego, a zatem rowniez takiego, ktory orzekatby, ze nie sa przedmio-
tami. Zdaniem polskiego filozofa i logika nie istnieja przedmioty niesprzeczne.
Wedhug niego, pojmowanie przedmiotu jako czego$, co nie moze zawieraé
sprzecznych cech, jest btedne, gdyz przeczy temu codzienna praktyka. Otoz czg-
sto utozsamiamy z przedmiotem co$, co zawiera sprzecznos¢ (np. paradoksy
semantyczne i teoriomnogosciowe) lub cos, co tylko pozornie sprzecznosci nie
zawiera (np. akty prawne). Nie ma takze gwarancji, ze w realnym $wiecie
wszystkie stany rzeczy pozbawione sg sprzecznych cech. Zatem, aby uniknaé¢
btedow, nalezy przyja¢ zatozenie, ze kazdy przedmiot potencjalnie zawiera
sprzeczne cechy, niezaleznie od tego, czy potrafimy je wskaza¢. System nowej
logiki projektowany przez tukasiewicza miat za zadanie umozliwia¢ formaliza-
cje rozumowan dotyczacych przedmiotow sprzecznych’.

Kolejna motywacja wyptywala z etycznych rozwazan nad problemem wol-
no$ci. Lukasiewicz stal na stanowisku, zgodnie z ktorym u podstaw kazdego
systemu logiki lezy pewna ontologia jako ujgcie mozliwych struktur bytowych.

4 J. Wolenski, Filozoficzna Szkota Lwowsko-Warszawska, PWN, Warszawa 1985, oraz: tenze,

Szkota Lwowsko-Warszawska w polemikach, Scholar, Warszawa 1997.

W 1909 roku juz jako doktor habilitowany tukasiewicz wyjechal do Grazu i uczestniczyt
w seminarium prowadzonym przez Meinonga. Ogolna teoria przedmiotow Meinonga uwazana
byta za ontologi¢ fundamentalna.

R. Poczobut, Spor o zasade niesprzecznosci. Studium z zakresu filozoficznych podstaw logiki,
Tow. Nauk. KUL, Lublin 2000.

7 G. Malinowski, Logiki wielowartosciowe, PWN, Warszawa 2006, s. 10.
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W ontologii zwiazanej z logika klasyczna obowiazuje determinizm, a jego bez-
posrednim wyrazem jest zasada dwuwartosciowosci. Natomiast takie wartosci
jak tworczos¢, wolnos¢ i odpowiedzialno§¢ wymagaja szczegolnej ontologii —
wolnej od determinizmu®. Lukasiewicz podzielat w tej kwestii poglad Tadeusza
Kotarbinskiego — prawda jest wieczna, ale nie odwieczna’. Jesli dzi§ co$ jest
prawda, np. prawda jest, ze stworzylem dzielo sztuki, to juz zawsze w przyszio-
$ci bedzie prawda, ze wtedy i1 wtedy stworzytem dzieto sztuki. Ale zanim to si¢
stato prawda, nie bylo ani prawda, ani falszem. Determinista natomiast uznaje
odwiecznos$¢ prawdy, a zatem dla niego cata przysztos¢ jest z gory ustalona. To,
co jest prawda dzi$, byto prawda w dowolnej wczesniejszej chwili, a to, co bg-
dzie prawda w przysztosci, jest prawda juz dzis. Milczacym zatozeniem, leza-
cym u podstaw tego pogladu, jest zasada dwuwarto§ciowosci. Kazde zdanie jest
albo prawdziwe, albo falszywe. Zatem to, co jest prawda dzi$, nie moglo by¢ ani
wczesniej, ani pozniej fatszem, gdyz fatsz nie zmieni si¢ w prawdg — rowniez
jest wieczny i odwieczny. Lukasiewicz byt indeterminista w tym sensie, ze cho-
ciaz uznawat zasade przyczynowosci, to jednak dopuszczat mozliwos¢ zaistnie-
nia w przysztosci zdarzen niezdeterminowanych, ktoérych przyczyny nie sa jesz-
cze okreslone. Dlatego tez odrzucal uniwersalna wazno$¢ zasady dwuwarto-
$ciowosci i przyjmowat istnienie zdan, ktorych warto$¢ nie jest z gory przesa-
dzona. Zdania dotyczace przysztych zdarzen kontyngentnych nie sa ani praw-
dziwe, ani falszywe, tylko obojgtne. W chwili obecnej nie maja zadnego realne-
go odpowiednika, wigc nie moga by¢ prawdziwe, ale ich zaprzeczenia takze nie
maja realnego odpowiednika — nie moga by¢ falszywe. Mozna powiedziec, ze
nie odpowiada im ani byt, ani niebyt, lecz obiektywna mozliwo$¢. Takim zda-
niom przyporzadkowujemy trzecia warto$¢ logiczna. Dzigki odrzuceniu zasady

 J. Lukasiewicz, O determinizmie, (1906) [w:] tenze, Z zagadnieri logiki i..., s. 114126 oraz

tenze, O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa. Studium krytyczne, Krakow 1910.

W 1913 roku T. Kotarbinski i S. Lesniewski pisali o zasadzie wylaczonego $rodka. Obaj kryty-
kowali t¢ zasadg, ale Lesniewski bronit zasady dwuwarto$ciowosci. Dla niego prawda byta nie
tylko wieczna, ale rowniez odwieczna. Kotarbinski poczatkowo uznawat uniwersalng waznosé¢
zasady wylaczonego $rodka w kontekscie trzech typow sadow: prawdziwych, falszywych i obo-
jetnych. Rozumial on ja w nastgpujacy sposob: skoro sadem sprzecznym wobec sadu prawdzi-
wego jest sad fatszywy i odwrotnie, a sadem sprzecznym wobec sadu obojgtnego jest rowniez
sad obojetny, ktdrego tres¢ jest sprzeczna z trescia pierwszego, to wazna jest zasada mowiaca
o tym, ze dwa sady sprzeczne nie moga by¢ zarazem falszywe. Le$niewski natomiast wskazat
takie pary zdan, ktdre moga by¢ fatszywe; sa to zdania sprzeczne, w ktérych podmiotem jest
nazwa pusta — taka nazwa nie posiada desygnatu (kwadratowe koto, centaur itd.). Pod wpty-
wem tej argumentacji Kotarbinski zmienit poglady na zasade wylaczonego $rodka oraz wartosé
logiczng zdan sprzecznych; T. Kotarbinski, Zagadnienie istnienia przysztosci, ,,Przeglad Filo-
zoficzny” 16 (1913); S. Le$niewski, Czy prawda jest tylko wieczna czy tez wieczna i odwiecz-
na?, ,Nowe Tory” 18 (1913).
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dwuwartosciowo$ci i wzbogaceniu mozliwych struktur bytowych — ontologia
nowej logiki wolna jest od determinizmu i dzigki temu da si¢ pogodzi¢ z wolna
tworczos$cia cztowieka.

Wroémy jednak do zasady dwuwartosciowosci. W logice klasycznej jej wy-
razem sa zasady sprzecznosci i wylaczonego srodka. Pierwsza z nich moéwi
o tym, ze dwa zdania sprzeczne nie moga by¢ rownocze$nie prawdziwe, a druga
— dwa zdania sprzeczne nie moga by¢ roéwnoczesnie falszywe. Analizujac obie
zasady uwazane za fundamentalne prawa logiki — szczeg6lnie pierwsza z nich —
autor doszedt do wniosku, zZe nie sg one tak oczywiste, jak dotad mniemano. Po-
siadaja jedynie wartos¢ praktyczna, mianowicie shuza do rozrozniania prawdy od
falszu, nie moga natomiast by¢ traktowane jako aksjomaty. Zasada dwuwarto-
$ciowosci nie jest zasada logiczna, ale metalogiczna, i lezy u podstaw logiki kla-
sycznej — dwuwartosciowej. Pierwszym krokiem do budowy logiki nieklasycz-
nej jest zatem rewizja podstaw — zasady dwuwartosciowosci'.

Zanim powstata logika trojwartosciowa tukasiewicz badal zwiazki logiczne
zachodzace miedzy zdaniami modalnymi''. Rozroznial trzy poglady na temat
tych zdan: stanowisko logiki tradycyjnej, determinizmu ontologicznego oraz in-
determinizmu ontologicznego. Stwierdzit niezgodno$¢ tradycyjnych twierdzen
o tych zdaniach. Natomiast na gruncie trojwartosciowego rachunku zdan
wszystkie przekazane przez tradycjg twierdzenia o zdaniach modalnych sa nie-
sprzeczne. Problem polegatl na tym, ze zgodnie z zasada dwuwartosciowosci
w logice klasycznej mozna przyporzadkowa¢ danemu zdaniu jedynie prawdzi-
wos¢ lub fatszywos¢. Natomiast biorac pod uwage zdania modalne z perspekty-
wy trzech stanowisk, okazato si¢, ze w niektorych przypadkach nie mozna okre-
$li¢ zdania jako prawdziwego lub falszywego bez popadnigcia w sprzecznosé.
Dopiero gdy wprowadzimy trzecia warto$¢ logiczna, wszystkie twierdzenia
o rozwazanych zdaniach posiadaja warto$¢ logiczng — otrzymujemy niesprzecz-
na catos¢.

Droga, ktora doprowadzita Jana Lukasiewicza najpierw do logiki trojwarto-
sciowej, a nastgpnie do rodziny logik wielowartosciowych, rozpoczeta si¢ od
analizy takich zasad, jak: zasada sprzeczno$ci, wylaczonego $rodka, przyczyno-
wosci 1 dwuwartosciowos$ci. Dzigki dociekaniom natury filozoficznej na gruncie
ontologii i etyki, a takze formalnym badaniom w zakresie logiki Arystotelesa
1 stoikow, krystalizowala si¢ wizja nowej logiki. Poczatkowo miata by¢ to logika
,hiearystotelesowa”, ale pod wptywem analizy tekstow starozytnych ostatecznie
nadano jej miano ,,niechryzypowej”. Miato to zwiazek ze starozytnym sporem

19" J. Lukasiewicz, Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen des Aussagenkalkiils,
,,Comptes Rendus des séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie”, 23 (1930),
t. I, s. 51-77.

"' Tenze, O logice tréjwartosciowej..., oraz tenze, Philosophische Bemerkungen...
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o waznos¢ zasady dwuwarto$ciowosci: to stoicy byli zwolennikami tej zasady,
natomiast Arystoteles kwestionowat jej uzycie, gdy rozwazat zdania o przy-
szlych zdarzeniach niezdeterminowanych'?. Logika ,niechryzypowa” powstata
w wyniku odrzucenia zasady dwuwarto§ciowo$ci i przyjecia trzeciej wartosci
logicznej, obok prawdy (1) i fatszu (0), ,,/4” jest dodatkowa, posrednia warto-
$cia logiczna, okreslona poczatkowo jako ,,mozliwo$¢”, a nastgpnie jako ,nie-
zdeterminowanie”.

2. System L,

W 1920 roku Lukasiewicz po raz pierwszy przedstawit w sposob sformali-
zowany trojwarto$ciowy system rachunku zdan, scharakteryzowany za pomoca
poje¢ zaczerpnigtych z algebry logiki Couturata'®, ktérych pierwotnymi tworca-
mi byli J. Boole i F. Schroder. Podstawowym stosunkiem migdzy zdaniami jest
stosunek wynikania, ktory oznaczamy symbolem < (mniejszy od). Stosunek
a<b, gdzie a 1 b oznaczaja zdania, interpretujemy w nastepujacy sSposob:
zdanie a pociaga za soba zdanie b, czyli ,jesli a jest prawdziwe, to b jest
prawdziwe” lub ,,z @ wynika b”. Drugim waznym poj¢ciem, wykorzystywa-
nym przez Lukasiewicza, jest tozsamos¢ (rowno$¢) zdan, wyrazona za pomoca
symbolu =, i zdefiniowana w nastgpujacy sposob: a =5 wtedy i tylko wtedy,
gdy a<b i b<a.Zatem zdania a i b sg tozsame, a=b, gdy z a wynika b
iz b wynika a, czyli zdania a i b sa réwnoczesnie prawdziwe lub réwnocze-
$nie fatszywe'®. Ponadto O (falsz) oznacza zdanie, z ktorego wynika dowolne
zdanie: dla dowolnego zdania x jest tak, ze O0<x, 1 (prawda) oznacza zdanie,
ktore wynika z dowolnego zdania: dla dowolnego zdania x jest tak, ze x <1 .
Lukasiewicz wprowadzil dodatkowa wartos¢ ,,mozliwe”, ktorej odpowiada
symbol 2 (zdanie nie jest ani prawdziwe, ani falszywe).

Nastepujace zasady dotyczace tozsamosci i wynikania okreslaja logike troj-
warto$ciowa:
1) Zasady tozsamosci fatszu, prawdy i trzeciej wartosci:

0=0)=1, 1=1)=1, (2=2)=1, (0=1)=(1=0)=0,

Arystoteles, Hermeneutyka, ks. 1X, [w:] tenze, Kategorie, Hermeneutyka, Analityki pierwsze,
Analityki wtorne, Topiki, O dowodach sofistycznych. Dziela wszystkie, t. 1, PWN, Warszawa
1990, s. 75-717.

L. Couturat, L ’Algébre de la logique, ,,Scientia, Série Physico-Mathématique”, 24, Paris 1905.
Tamze, s. 2-6.

5 Tamze, s. 16-19.



92 Agnieszka Wiechuta

(0=2)=(2=0)=(1=2)=(2=1)=2,
2) Zasady wynikania:

0<0)=0<)=(0<DH=(0<2)=2<)=2<2)=1,
(1<0)=0, 2<0)=(01<2)=2.

Wskazuja one warto$¢ poszczegdlnych wyrazen umieszczonych w nawia-
sach, zbudowanych za pomoca stalych logicznych ze zbioru {0,1,2} oraz sym-
boli funkcyjnych {=,<}. Ponadto wyrdzniaja grupy wyrazen posiadajacych te
sama warto$¢ logiczna. Przyktadowo wyrazenie postaci (0=0)=1 oznacza, ze
po pierwsze fatsz jest tozsamy z falszem, a po drugie, ze ta tozsamos$¢ jest rowna
prawdzie; wyrazenie postaci (0=1)=(1=0)=0 oznacza, ze tozsamosci falszu
i prawdy oraz prawdy i falszu sa rowne sobie i fatszowi, czyli prawda nie jest
rownowazna falszowi; natomiast jakakolwiek tozsamo$¢ prawdy lub falszu
z wartoscia 2 jest rowna 2, co oznacza, ze ,,mozliwa” jest tozsamos$¢ zdania
,mozliwego” i prawdy lub fatszu.

Pozostale operacje — zaprzeczanie ', dodawanie + i mnozenie - — zostaty
zdefiniowane za pomoca powyzszych zasad:
a'=(a<0),

a+b=[(a<b)<b],
ab=(a'"+b"), gdzie a i b oznaczaja zmienne zdaniowe, ktore moga przybierac
wartosci ze zbioru {0,1,2}.

Jesli zasady tozsamosci i wynikania przedstawimy w postaci tabelek praw-
dziwosciowych, to beda one miaty nastgpujaca postac:

a=b 0 1 2 a<b 0 1 2
0 1 0 2 0 1 1 1
1 0 | 2 1 0 1 2
2 2 2 1 2 2 1 1

Zauwazmy, ze w definicji zaprzeczania Lukasiewicz wykorzystal operacje
wynikania oraz stata logiczna 0 — falsz.

Jesli ponadto zwrdcimy uwage na zbior wartosci logicznych {0,1,2}, to oka-
ze sig, ze liczba 2 oznacza trzecia warto$¢, ale nie wskazuje na posredni charak-
ter tej warto$ci, miedzy prawda a falszem. Gdyby natomiast liczbg 2 umiescic
miedzy klasycznymi warto§ciami, to utracimy rosnacy porzadek wsrdd tych
warto$ci. Symbol oznaczajacy trzecia warto$¢ logiczna nie odzwierciedla réw-
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niez intuicji autora méwiacej o tym, ze zdanie o przysztosci nieokreslonej jest
obecnie mozliwe, ale w przysztosci przyjmie jedna z dwoch wartosci klasycz-
nych — bedzie prawdziwe lub fatszywe. Dopiero, gdy liczbg 2 zastapimy utam-
kowa wartoscia Y4, otrzymamy zbior trzech wartosci {0,%,1} spetiajacy zarow-
no formalne, jak i intuicyjne wymogi.

W 1930 roku we wspolnej pracy Lukasiewicza i Tarskiego tréjwartosciowy
system rachunku zdan L, zostal przedstawiony za pomoca metody matrycowe;.
W systemie L, zdania moga przyjmowac trzy rézne warto$ci prawdziwoscio-
we: 1,'%,0, gdzie 1 oznacza, ze zdanie jest prawdziwe, ', oznacza, ze zdanie nie
jest ani prawdziwe, ani fatlszywe, natomiast 0 oznacza, ze zdanie jest falszywe.
1 (prawda), podobnie jak w logice klasycznej, jest warto$cia wyrdzniona, nato-
miast pozostale dwie wartosci charakteryzuja si¢ malejaca zawartoscia prawdy.
Trzecia, utamkowa warto$¢ logiczna utozsamiamy z ,,mozliwoscia” lub ,,niezde-
terminowaniem”, odpowiada ona zdaniom moéwiacym o niezdeterminowanej
przysztosci.

System L, zostal zbudowany w oparciu o dwa terminy pierwotne — spojniki
implikacji i negacji, oznaczone odpowiednio przez — i —'%; pi ¢ oznaczaja
zmienne zdaniowe. Oto ich tabelki:

P—>q| 1 A 0 P —p
1 1 % 0 1 0
A 1 1| % Y Y
0 1 1 1 0 1

Kolejne klasyczne spojniki — alternatywa v , koniunkcja A i rownowazno$¢
= — zostaty zdefiniowane za ich pomoca:

df
pvq=(p—>q)—>q,

df
pPAG=—(—pV—q),

pzqi(p%q)A(q%p)-

16 W oryginale Lukasiewicz uzyt nastepujacych symboli do oznaczenia podstawowych spojnikow
logicznych: C — implikacja, N — negacja, A — alternatywa, K — koniunkcja oraz E — rownowaz-
nos¢. Za pomoca zmiennych zdaniowych — p, g, ... oraz stalych logicznych C, N, ..., E tworzy?t
wyrazenia ztozone bez potrzeby uzycia nawiasow: Cpq, Np, CCpqCCqrCpr, itd.
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Nastepujace tabelki prawdziwosciowe dla wymienionych wyzej spdjnikow
logicznych charakteryzuja system L, :

pPvyq 1 A 0 PAY 1 Y 0
1 1 1 1 1 1 % 0
A 1 hHoL A Y % % 0
0 1 % 0 0 0 0 0
P=q 1 Y 0
1 1 % 0
1/2 ho| 1 P
0 0 % 1

Zwro¢my uwage na definicje alternatywy, koniunkcji i rownowaznosci — sa
one poprawne rowniez na gruncie logiki klasycznej, gdzie dysponujemy dwiema
wartosciami prawdziwosciowymi 1 1 0; tabelki dla wyrazen po lewej stronie
rownosci definicyjnych pokrywaja si¢ z tabelkami warto$ciowania dla wyrazen
po prawej stronie. Jednak w logice klasycznej wskazuje si¢ zwykle, w przypad-
ku alternatywy, na inne wyrazenie:

a
pVg==(=pr=q),
co dalej daje nam rownos¢:
df
pv4qg=—p—q.

Tabelka warto$ciowania dla wyrazenia p v g pokrywa sig z tabelka dla wy-
razenia —p — ¢ na gruncie klasycznego rachunku zdan KRZ . Jesli jednak po-
rébwnamy te wyrazenia na gruncie L., to okaze sig, ze podstawiajac za p 1 ¢
w obu z nich warto$¢ ', alternatywa bedzie miala warto$¢ 5, natomiast impli-
kacja bedzie prawdziwa, zgodnie z przedstawionymi powyzej tabelkami. Na
gruncie trojwartosciowego rachunku zdan wiasciwa jest wigc definicja podana
przez Lukasiewicza, gdyz dla p i g rownych %, wyrazenie (p — ¢q)— ¢ po-
siada warto$¢ taka sama jak alternatywa pv ¢, czyli .

Wroémy jednak do tabelek prawdziwosciowych charakteryzujacych spojniki
logiczne. Wazna wlasnoscia omawianych tabelek jest to, ze w przypadku, gdy
rozpatrujemy wylacznie pary klasycznych wartoéci, to tabelki systemu L,
i KRZ pokrywaja si¢. Przykladowo 1 >1=0—->1=0—->0=1 oraz 1->0=0
itd. Ciekawa wlasnos$cia spojnika negacji jest to, ze jesli dane zdanie posiada
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warto$¢ Y4, to rowniez jego negacja posiada t¢ sama wartos¢. Wynika to z naste-
pujacej zaleznosci: jesli dane zdanie jest mozliwe, to rowniez jego negacja jest
tak samo mozliwa, pamigtajac oczywiscie o tym, ze zdania mozliwe mowia
o przysztych zdarzeniach kontyngentnych.

Poza klasycznymi spdjnikami, Lukasiewicz scharakteryzowat rowniez mo-
dalne operatory mozliwosci i koniecznosci'’, ktorym odpowiadaja symbole ¢
i O, za pomoca nastgpujacych tabelek:

p Op p op
1 1 1 1
A 1 A 0
0 0 0 0

Wyrazenie ,,mozliwe, ze p ” jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie

p jest prawdziwe lub mozliwe, w pozostalym przypadku wyrazenie jest falszy-

we. Natomiast wyrazenie ,.konieczne, ze p” jest prawdziwe tylko i wylacznie

w sytuacji, gdy zdanie p jest prawdziwe. Ponadto autor prébowat skonstruowac

na potrzeby swojego systemu taka definicje pojgcia mozliwosci, aby na jej pod-

stawie uzasadni¢ wszystkie, podane przez tradycjg, intuicyjne twierdzenia

o zdaniach modalnych. W 1921 roku Alfred Tarski'® podat definicje, ktéra spet-
niata powyzszy warunek, miata ona postac:

ar

Op=—p—>p. (1

Jesli pordownamy tabelki prawdziwosciowe dla obu wyrazen, okaze sig, ze

idealnie si¢ pokrywaja, przyktadowo dla p="4, Op =1 oraz wyrazenie —p — p

rowniez posiada wartos¢ 1.
Definicje 1 mozna zastosowa¢ rowniez do pojecia koniecznosci, ,,konieczne,
ze p” totyle, co ,,nie jest mozliwe, ze nie- p

df

Mowimy, ze zdanie p jest konieczne, jesli nie pociaga za soba wlasnej negacji.
Whioskiem plynacym z wprowadzenia do systemu L, definicji pojgcia mozli-

wosci, autorstwa Tarskiego, byla niesprzeczno$é, w tréjwartosciowym rachunku
zdan, wszystkich twierdzen o zdaniach modalnych, przekazanych przez tradycje.

17" J. Lukasiewicz, Philosophische Bemerkungen...
'8 Tamze.
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Trojwartosciowy system rachunku zdafh L, jest podzbiorem wiasciwym KRZ ,
co oznacza, ze wszystkie tautologie trojwartosciowe sa zarazem tautologiami logiki
dwuwartosciowej. Przyktadowo, formuly p — (¢ = p), —p = (p = ¢q) sa tauto-
logiami zarowno w L, , jak i w KRZ. Natomiast nie kazda tautologia KRZ jest
tautologia w L, . Przykladami wyrazen, ktore utracily swa moc w systemie trojwar-
tosciowym, sa m.in. nastgpujace formuly: (—p— p)—>p, (p > —p)——p,
(p—>q9) — [(p —>—q) > ﬁp] , (p > (gAr—g))—>—p oraz prawo sprzecznosci
—(p A—p) 1prawo wylaczonego §rodka p v —p . Dwa ostatnie prawa przyjmuja
warto$é 4 w przypadku, gdy p ma taka warto$é. Odrzucenie prawa sprzeczno-
$ci oraz prawa wylaczonego srodka bylo wyrazem indeterministycznego pogla-
du Lukasiewicza na $wiat oraz pierwotnego zaprzeczenia uniwersalnej waznosci
zasady dwuwartosciowosci.

Istotng wlasnoscia systemu L, , rozpatrywanego w kontekscie problemu po-
jawiania si¢ paradoksow na gruncie logiki klasycznej i teorii mnogosci, jest na-
stepujacy fakt: wszystkie kontrtautologie KRZ, bedace podstawieniem formuty
postaci p =—p, sa niesprzeczne w L, , gdyz dla zdania p posiadajacego war-
to$¢ /4 rownowazno$é jest prawdziwa. Wiaze si¢ to z wczesna motywacja filo-
zoficzna Lukasiewicza, odnoszaca si¢ do ontologii fundamentalnej Meinonga —
system trojwartosciowy miat formalizowa¢ wnioskowania dotyczace przedmio-
tow sprzecznych (tj. przedmiotéw posiadajacych sprzeczne cechy). Jesli ponadto
przyjaé, ze formutom prowadzacym do paradoksow przyporzadkowujemy war-
to$¢ Y4, to na tej podstawie mozna przyjaé, ze w logice trojwarto$ciowej nie po-
jawiaja si¢ antynomie, takie jak antynomia Russella klas niezwrotnych, czy an-
tynomia Grelinga dotyczaca wtasnosci ,heterologicznoséci”"”.

W 1931 roku M. Wajsberg dokonat aksjomatyzacji negacyjno-implika-
cyjnego fragmentu systemu L, Lukasiewicza oraz udowodnit petnos¢ i nieza-
leznoé¢ tej aksjomatyzacji’. Regutami wnioskowania sa tu reguly odrywania
1 podstawiania. Nastgpujace cztery formuty stanowia aksjomatyke L, :

! Tnne podejscie prowadzace do rozwiazania problemu paradokséw semantycznych i teoriomno-
gosciowych przedstawili w swoich pracach: D.A. Boczwar, Moh Shaw-Kwei oraz R.L. Martin
i P.W. Woodruff (D.A. Boczwar, Ob odnom tréhznacnom iscislénii i égo priménénii k analizu
paradoksov klassic¢éskogo rassirennogo funkcjonal 'nogo iscislénia, ,Matématicéskij Sbornik”
4 (1938), s. 287-308; Moh Shaw-Kwei, Logical paradoxes for many-valued logics, ,,The Jour-
nal of Symbolic Logic” 19 (1954), s. 37-40; R.L. Martin, P.W. Woodruff, On Representing
True-in-L”, ,, Philosophia” 5 (1975), s. 213-217.

M. Wajsberg, Aksjomatyzacja trojwartosciowego rachunku zdan, ,,Comptes Rendus des
séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie” 23 (1931), t. III, s. 126-145.

20
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L. p=>(@—=>p),

2. (po>9)>(g—>r)—>(p—or),
3. (p>—9)>(@—>p),

4 (p>—p)—>p)—>p.

Wszystkie powyzsze aksjomaty sa tautologiami KRZ, ale zamiast aksjoma-
tu 4. przyjmuje si¢ zwykle w logice klasycznej wyrazenie postaci
(—p — p) = p, ktore nie jest tautologia trojwartosciowa, gdyz dla p="4 wartosé
calego wyrazenia to ‘4. Dlatego tez, biorac pod uwage prawdziwos¢ formut 1—4
na gruncie KRZ, mozna interpretowac aksjomatyk¢ Wajsberga jako dwuwarto-
Sciowa. Jest to kolejne potwierdzenie tezy, ze logika trojwartosciowa tukasie-
wicza stanowi fragment logiki klasycznej i jest jej uogolnieniem.

W 1936 roku J. Stupecki ustalil, ze trojwarto$ciowy system Lukasiewicza
nie jest funkcyjnie petny®', co oznacza, ze za pomoca podstawowych spjnikow
— 1 —, scharakteryzowanych poprzez tabelki prawdziwosciowe, nie mozna
zdefiniowa¢ wszystkich mozliwych w tym systemie funkcji prawdziwoscio-
wych. Ot6z, za pomoca funktora implikacji i negacji nie mozna zdefiniowac
zadnej funkcji jednoargumentowej. Przykltadowo nie mozna w L, zdefiniowac
za pomoca podstawowych spojnikow prawdziwosciowych jednoargumentowe;j

funkcji T, ktora dowolnemu zdaniu przyporzadkowuje wartosé¢ %. Tabelka
prawdziwosciowa dla operatora T przedstawia si¢ nast¢pujaco:

p Tp
1 A
/s /s
0 A

Stupecki zauwazyl, ze jesli wzbogacimy troéjwartosciowy system Lukasiewi-
cza o operator T, nazwany pozniej ,,operatorem Stupeckiego”, to otrzymamy
system funkcyjnie pelny. Ponadto system L, z operatorem T jest aksjomaty-
zowalny za pomoca znanych czterech formut Wajsberga, wzbogaconych o dwie
nastgpujace:

1. Tp—>-Tp,

21 J. Stupecki, Der volle dreiwertige Aussagenkalkiil, ,,Comptes Rendus des séances de la Société
des Sciences et des Lettres de Varsovie” 29 (1936), t. III, s. 9-11.
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Wyrazaja one intuicj¢ méwiaca o tym, ze zdanie mozliwe i jego negacja sa
roOwnowazne.

Lukasiewicz zbudowat swoj system za pomoca metody matrycowej, okre-
$lonej poprzez pojecia zdefiniowane przez Tarskiego™.

Matrycq logiczng nazywamy uporzqdkowanq czworke M = [A,B, 1, g], zto-
zonq z dwoch roztqcznych zbiorow A i B, z funkcji dwuargumentowej i z funk-
¢ji jednoargumentowej, przy czym obie funkcje sq okreslone dla wszystkich ele-
mentow AU B i przybierajq jako wartosci tylko elementy tego zbioru. Matryce
M nazywamy normalnq, gdy spetniony jest nastepujqcy warunek:

(*)jesli xe Bi ye A, to f(x,y)ed.

Wartosciowaniem nazywamy funkcje v:For — AU B, ktora jest okreslona

na zbiorze formut i przyjmuje wartosci w zbiorze AU B .

W przypadku trojwartoSciowego systemu L, matryca ma postac
M, = [{0,%},{1},—,— ], gdzie zbior A4={0,"} jest zbiorem wartosci niewy-
réznionych, B={1} jest zbiorem warto$ci wyrdznionych, 1 jest jedyna wartoscia
wyrozniona, implikacja — jest funkcja dwuargumentowa, a negacja — — jedno-
argumentowa.

Matryca M, jest matryca normalna, gdyz spelnia warunek (*):

r—>q | 1 Y 0
1 1| % | o
/s L1 [
0 1 1 1

co oznacza, ze zdanie zlozone o budowie implikacyjnej, w ktorym poprzedni-
kiem jest zdanie posiadajace warto$¢ wyrdzniona, a nastgpnikiem zdanie o war-
tosci niewyroznionej, zawsze posiada warto$¢ niewyrdzniona.

Mowimy, ze zdanie p spetnia matryce M, , gdy dla kazdego wartosciowa-

nia v tej matrycy v(p)€ B.

22 J. Lukasiewicz, A. Tarski, Untersuchungen iiber den Aussagenkalkiil...
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Innymi stowy: zdanie p spelnia matrycg M, , gdy dla kazdego wartoscio-
wania przyjmuje warto$¢ wyrézniona w matrycy M, — jest tautologia M, .

Trojwarto$ciowym systemem rachunku zdan L, jest wigc zbior wszystkich
zdaf, spetniajacych matrycg M, .

3. Wilasnosci strukturalne

Trojwartosciowe tabelki prawdziwosciowe dla podstawowych spojnikow
zdaniowych w systemie L, mozna scharakteryzowa¢ za pomoca nast¢pujacych

wlasnosci strukturalnych®: normalno$é, jednorodno$é, regularno$é w sensie
Kleenego™ oraz ciaglo$é. Przyjrzyjmy sie blizej temu zagadnieniu.

Mowimy, ze trojwartosciowa tabelka prawdziwosciowa dla danego spojnika
zdaniowego jedno lub dwuargumentowego jest normalna, jesli: 1) zawiera przy-
najmniej jednq wyroznionq wartos¢ prawdziwosciowq, analogiczng z prawdq
oraz przynajmniej jednq niewyroznionq wartos¢ prawdziwosciowq, analogiczng
z fatszem, 2) zgadza sie w calosci z odpowiedniq tabelkq dwuwartosciowq, gdy
bierzemy pod uwage tylko prawde i fatsz. Ponadto logika trojwartosciowa jest
logikq normalnq, gdy tabelki prawdziwosciowe dla wszystkich podstawowych
spojnikow zdaniowych sq normalne.

W systemie Lukasiewicza wszystkie tabelki dla podstawowych spojnikéw
zdaniowych: negacja —, koniunkcja A, alternatywa v, implikacja — oraz
rownowazno$¢ =, posiadaja wlasnos¢ normalnosci, dlatego tez cala logika troj-
warto$ciowa jest normalna w tym sensie.

Trojwartosciowq tabelke prawdziwosciowq dla danego spojnika zdaniowego
nazywamy jednorodnq, jesli zawsze wtedy, gdy prawda i fatsz zajmujq nagtow-
kowe pozycje w danym rzedzie lub kolumnie oraz wartos¢ wyznaczona przez
prawde pokrywa sie z wartosciq wyznaczonq przez fatsz, to caly rzqd lub kolum-
na jednorodnie wskazujq te samq wartos¢, sposrod trzech wartosci logicznych.
Logike trojwartosciowq nazywamy jednorodnq, gdy tabelki prawdziwosciowe
dla wszystkich podstawowych spojnikow zdaniowych sq jednorodne.

Sposrod wszystkich tabelek dla podstawowych spdjnikow zdaniowych w L,

tylko tabelka dla spojnika rownowaznos$ci nie jest jednorodna, z tego wzgledu
nie mozemy mowic o logice Lukasiewicza, ze jest jednorodna.

B Wszystkie definicje wlasnosci strukturalnych pochodza od Reschera (tenze, Many-valued Lo-
gic, McGraw-Hill, New York 1969, s. 55-62).
2% S.C. Kleene, Introduction to Metamathematics, North-Holland, Amsterdam 1952, s. 334.
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Tabelka prawdziwosciowa dla rownowaznosci ma postac:

r=q | 1 Y 0
1 1 A 0
1 1 1
/2 % 1 /2
0 0 % 1

Gdyby w $srodkowym miejscu, zamiast prawdy (1), znajdowata si¢ warto$¢
', to wtedy tabelka posiadalaby wiasno$é jednorodnosci.

Trojwartosciowq tabelke prawdziwosciowq dla danego spojnika zdaniowego
nazywamy regularnq (w sensie Kleenego), jesli nie zawiera prawdy lub falszu
w miejscu wyznaczonym przez pary wartosci, z ktorych co najmniej jedna jest
wartosciq posredniq, chyba ze prawda lub fatsz pojawia sie jednorodnie w catej
kolumnie lub rzedzie. Oznacza to, ze w regularnej tabelce klasyczna warto$¢
prawdziwo$ciowa wystepuje w miejscu wyznaczonym przez wartos¢ posrednia
tylko i wylacznie, gdy jest to wymuszone warunkiem jednorodnosci. Jesli tabel-
ki dla wszystkich podstawowych spojnikow sq regularne, to caly system jest re-
gularny.

W systemie L, wtasno$¢ regularnosci nie przystuguje tabelkom dla spojnikow
implikacji oraz rownowaznosci. Tabelki dla pozostatych spojnikow sa regularne.

Tabelka prawdziwosciowa dla implikacji ma postac:

r—>q | 1 A 0
1 1| % | o
Y L1 %
0 1 1 1

Gdyby w $rodkowym miejscu, zamiast prawdy (1), znajdowata si¢ wartos¢
', to wtedy tabelka bytaby regularna. Podobnie w przypadku tabelki dla row-
nowazno$ci. Trojwartosciowa logika nie jest wigc regularna.

Mowimy, ze tabelka trojwartosciowa dla danego spojnika zdaniowego jest
ciggta, gdy kazdy rzqd lub kolumna zaczynajqcy sie od prawdy a konczqcy na
fatszu (lub odwrotnie) posiada w srodkowym miejscu wartos¢ posredniq. Jesli
tabelki dla wszystkich podstawowych spojnikow sq ciagte, to caly system troj-
wartosciowy jest ciqgty.

Wszystkie tabelki dla podstawowych spojnikow zdaniowych posiadaja wia-
snos¢ ciaglosci — system L, jest ciagly.
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Trojwartosciowa logika tukasiewicza spelnia dwie wlasnos$ci strukturalne:
normalnos¢ i cigglos¢. Ponadto tabelki dla spojnikow: —, A, v, posiadaja wta-
snos$ci jednorodnos$ci i regularnos$cei, a tabelka dla implikacji jest jednorodna.

4. Interpretacje filozoficzne

Interpretacje trzeciej wartosci logicznej mozna podzieli¢ na epistemologicz-
ne i ontologiczne. Zgodnie z pierwsza interpretacja dodatkowa warto$¢ moze si¢
jawi¢ jako wyraz ludzkiej bezsilno$ci, ktora przejawia si¢ w momencie kontaktu
z nieskonczonoscia $wiata, w wymiarze mikro i makro. Wynika ona z ograni-
czonych mozliwos$ci poznawczych czlowieka, dla ktérego zawsze beda istniaty
obszary rzeczywistosci wymykajace si¢ poznaniu. Wprowadzenie w systemie
logicznym trzeciej warto$ci mozna postrzega¢ jako pogodzenie si¢ z tymi ogra-
niczeniami i traktowanie ich jako czego$ naturalnego, z czym nie da si¢ walczy¢.

Interpretacja ontologiczna nie odwoluje si¢ do cztowieka jako podmiotu po-
znajacego, ale do samego $wiata, ktory nas otacza. Mozna powiedzie¢, ze w jego
konstrukcji istnieje co$, co nie jest jeszcze uksztattowane, dokonane. Taka po-
tencjalno$¢ dotyczy bytéw nieistniejacych z koniecznosci, czyli takich ktore sa,
ale mogtyby nie istnie¢. Mozna to okresli¢ rowniez w ten sposob: kazdy byt jest
potencjalnie czyms$ innym — jedwab jako materia (podtoze zmian) jest w mozno-
$ci, aby przyja¢ forme i sta¢ si¢ ubraniem. Tak wigc tkanina jest potencjalnie
wytworna kreacja. Zatem trzecia warto$¢ logiczna moze by¢ odpowiednikiem
potencjalnosci istniejacej w §wiecie.

Pamigtamy, ze w trojwartosciowym systemie Lukasiewicza trzecia wartos¢
logiczna rozpatrywana jest w kontekscie problemu istnienia zdan o przyszlych
zdarzeniach niezdeterminowanych. Zdania tego rodzaju charakteryzuje fakt, ze
mozemy o nich powiedzie¢, ze nie sa ani prawdziwe, ani fatszywe. Nie mozemy
stosowa¢ do nich klasycznych wartos$ci prawdy i fatszu. Zdaniom dotyczacym
nieokreslonej przysztosci, w momencie ich wypowiadania, nie odpowiada ani
byt, ani niebyt, lecz obiektywna mozliwo$¢. Nie zaistnialy bowiem przyczyny
zdarzenia, o ktorym mowa jest w zdaniu, nie zaistnialy ponadto przyczyny tego,
ze zdarzenie to nie bedzie miato miejsca. Zdanie i jego negacja sa w roéwnym
stopniu mozliwe, zatem nie sa konieczne.

Z tej perspektywy poprawna wydaje si¢ interpretacja ontologiczna, ktéra nie
odwotuje si¢ do poznawczych zdolnosci czlowieka, ale wskazuje na strukture
bytu jako podtoze, na ktorym, w zawieszeniu migdzy tym, co istnieje (prawda),
a tym, co nie istnieje (fatsz), uobecnia si¢ mozliwos¢ w postaci trzeciej wartosci
logiczne;.
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Summary

Deliberations on Lukasiewicz Three-Valued Logic
The paper concerns the three-valued propositional logic of Jan Lukasiewicz.
Philosophical motivations which led to introduction of the third truth-value, L,

system analysis, structural properties of its logical connectives and possible phi-
losophical interpretations of the third logical value are presented.



