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Rozwa ania dotycz ce trójwarto ciowej 

logiki ukaszewicza 

W niniejszym artykule przedstawi  motywacje filozoficzne, które towarzy-

szy y Janowi ukasiewiczowi podczas tworzenia logiki trójwarto ciowej. Doko-

nam analizy trójwarto ciowego rachunku zda  3L  oraz przedstawi  rozwi zanie 

problemu paradoksów semantycznych i teoriomnogo ciowych. Ponadto wska  

wybrane w asno ci strukturalne spójników logicznych w 3
L  oraz mo liwe in-

terpretacje filozoficzne trzeciej warto ci logicznej w systemie ukasiewicza. 

 

Pierwsze informacje dotycz ce powstania logiki trójwarto ciowej Jana u-

kasiewicza pochodz  z 7 marca 1918 roku1. W czasie po egnalnego wyk adu na 

Uniwersytecie Warszawskim ukasiewicz og osi , e zbudowa  system logiki 

trójwarto ciowej. Natomiast w 1920 roku w „Ruchu Filozoficznym” ukaza  si  

jego referat z 207. posiedzenia naukowego Polskiego Towarzystwa Filozoficz-

nego we Lwowie, w którym, po raz pierwszy w historii logiki, zosta  przedsta-

wiony w sposób sformalizowany trójwarto ciowy system rachunku zda 2. W ko-

lejnych latach ukasiewicz stworzy  ca  klas  logik wielowarto ciowych, zde-

finiowanych za pomoc  matryc logicznych, a wyniki swoich bada  nad syste-

mami wielowarto ciowymi zaprezentowa  w 1930 roku we wspólnej pracy z Al-

fredem Tarskim3. 

                                                 
1 J. ukasiewicz, Z zagadnie  logiki i filozofii, PWN, Warszawa 1961. 
2 Ten e, O logice trójwarto ciowej, „Ruch Filozoficzny” 5 (1920), s. 170–171. 
3 J. ukasiewicz, A. Tarski, Untersuchungen über den Aussagenkalkül, „Comptes Rendus des 

séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie”, 23 (1930), t. III, s. 1–21. 
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1. Motywacje filozoficzne 

Znacz cy wp yw na powstanie pierwszego trójwarto ciowego rachunku zda  

autorstwa Jana ukasiewicza mia y dyskusje prowadzone w szkole lwowsko-

warszawskiej4. Dotyczy y one m.in. ogólnej teorii przedmiotów Brentana-Twar- 

dowskiego-Meinonga, problemu determinizmu i indeterminizmu oraz takich 

warto ci jak wolno  i twórczo . ukasiewicz by  zwolennikiem teorii przed-

miotów sprzecznych Meinonga, zgodnie z któr  istniej  przedmioty posiadaj ce 

sprzeczne cechy5. Meinong opar  sw  koncepcj  ontologiczn  na zasadach: wol-

no ci (dopuszczalny jest ka dy rodzaj przedmiotów), niezale no ci (przedmio-

tom mog  przys ugiwa  cechy niezale ne od ich statusu ontycznego), intencjo-

nalno ci (ka de przedstawienie ma swój przedmiot) oraz transcendencji (przed-

mioty bytuj  niezale nie od przedstawie ). Przedmiotem jest wszystko to, co da-

je si  przedstawi  i uj  w jakim  prze yciu. Natomiast przedmiotami sprzecz-

nymi s  przedmioty: logicznie niemo liwe (np. kwadratowe ko o), empirycznie 

niemo liwe (np. z ota góra) oraz fikcyjne (np. centaur)6. Gdyby tego typu obiek-

ty w ogóle nie istnia y, to nie mo na by wypowiedzie  na ich temat adnego s -

du prawdziwego, a zatem równie  takiego, który orzeka by, e nie s  przedmio-

tami. Zdaniem polskiego filozofa i logika nie istniej  przedmioty niesprzeczne. 

Wed ug niego, pojmowanie przedmiotu jako czego , co nie mo e zawiera  

sprzecznych cech, jest b dne, gdy  przeczy temu codzienna praktyka. Otó  cz -

sto uto samiamy z przedmiotem co , co zawiera sprzeczno  (np. paradoksy 

semantyczne i teoriomnogo ciowe) lub co , co tylko pozornie sprzeczno ci nie 

zawiera (np. akty prawne). Nie ma tak e gwarancji, e w realnym wiecie 

wszystkie stany rzeczy pozbawione s  sprzecznych cech. Zatem, aby unikn  

b dów, nale y przyj  za o enie, e ka dy przedmiot potencjalnie zawiera 

sprzeczne cechy, niezale nie od tego, czy potrafimy je wskaza . System nowej 

logiki projektowany przez ukasiewicza mia  za zadanie umo liwia  formaliza-

cj  rozumowa  dotycz cych przedmiotów sprzecznych7. 

Kolejna motywacja wyp ywa a z etycznych rozwa a  nad problemem wol-

no ci. ukasiewicz sta  na stanowisku, zgodnie z którym u podstaw ka dego 

systemu logiki le y pewna ontologia jako uj cie mo liwych struktur bytowych. 

                                                 
4 J. Wole ski, Filozoficzna Szko a Lwowsko-Warszawska, PWN, Warszawa 1985, oraz: ten e, 

Szko a Lwowsko-Warszawska w polemikach, Scholar, Warszawa 1997. 
5 W 1909 roku ju  jako doktor habilitowany ukasiewicz wyjecha  do Grazu i uczestniczy  

w seminarium prowadzonym przez Meinonga. Ogólna teoria przedmiotów Meinonga uwa ana 

by a za ontologi  fundamentaln . 
6 R. Poczobut, Spór o zasad  niesprzeczno ci. Studium z zakresu filozoficznych podstaw logiki, 

Tow. Nauk. KUL, Lublin 2000. 
7 G. Malinowski, Logiki wielowarto ciowe, PWN, Warszawa 2006, s. 10. 
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W ontologii zwi zanej z logik  klasyczn  obowi zuje determinizm, a jego bez-

po rednim wyrazem jest zasada dwuwarto ciowo ci. Natomiast takie warto ci 

jak twórczo , wolno  i odpowiedzialno  wymagaj  szczególnej ontologii – 

wolnej od determinizmu8. ukasiewicz podziela  w tej kwestii pogl d Tadeusza 

Kotarbi skiego – prawda jest wieczna, ale nie odwieczna9. Je li dzi  co  jest 

prawd , np. prawd  jest, e stworzy em dzie o sztuki, to ju  zawsze w przysz o-

ci b dzie prawd , e wtedy i wtedy stworzy em dzie o sztuki. Ale zanim to si  

sta o prawd , nie by o ani prawd , ani fa szem. Determinista natomiast uznaje 

odwieczno  prawdy, a zatem dla niego ca a przysz o  jest z góry ustalona. To, 

co jest prawd  dzi , by o prawd  w dowolnej wcze niejszej chwili, a to, co b -

dzie prawd  w przysz o ci, jest prawd  ju  dzi . Milcz cym za o eniem, le -

cym u podstaw tego pogl du, jest zasada dwuwarto ciowo ci. Ka de zdanie jest 

albo prawdziwe, albo fa szywe. Zatem to, co jest prawd  dzi , nie mog o by  ani 

wcze niej, ani pó niej fa szem, gdy  fa sz nie zmieni si  w prawd  – równie  

jest wieczny i odwieczny. ukasiewicz by  indeterminist  w tym sensie, e cho-

cia  uznawa  zasad  przyczynowo ci, to jednak dopuszcza  mo liwo  zaistnie-

nia w przysz o ci zdarze  niezdeterminowanych, których przyczyny nie s  jesz-

cze okre lone. Dlatego te  odrzuca  uniwersaln  wa no  zasady dwuwarto-

ciowo ci i przyjmowa  istnienie zda , których warto  nie jest z góry przes -

dzona. Zdania dotycz ce przysz ych zdarze  kontyngentnych nie s  ani praw-

dziwe, ani fa szywe, tylko oboj tne. W chwili obecnej nie maj  adnego realne-

go odpowiednika, wi c nie mog  by  prawdziwe, ale ich zaprzeczenia tak e nie 

maj  realnego odpowiednika – nie mog  by  fa szywe. Mo na powiedzie , e 

nie odpowiada im ani byt, ani niebyt, lecz obiektywna mo liwo . Takim zda-

niom przyporz dkowujemy trzeci  warto  logiczn . Dzi ki odrzuceniu zasady 

                                                 
8 J. ukasiewicz, O determinizmie, (1906) [w:] ten e, Z zagadnie  logiki i…, s. 114–126 oraz 

ten e, O zasadzie sprzeczno ci u Arystotelesa. Studium krytyczne, Kraków 1910. 
9 W 1913 roku T. Kotarbi ski i S. Le niewski pisali o zasadzie wy czonego rodka. Obaj kryty-

kowali t  zasad , ale Le niewski broni  zasady dwuwarto ciowo ci. Dla niego prawda by a nie 

tylko wieczna, ale równie  odwieczna. Kotarbi ski pocz tkowo uznawa  uniwersaln  wa no  

zasady wy czonego rodka w kontek cie trzech typów s dów: prawdziwych, fa szywych i obo- 

j tnych. Rozumia  on j  w nast puj cy sposób: skoro s dem sprzecznym wobec s du prawdzi-

wego jest s d fa szywy i odwrotnie, a s dem sprzecznym wobec s du oboj tnego jest równie  

s d oboj tny, którego tre  jest sprzeczna z tre ci  pierwszego, to wa na jest zasada mówi ca 

o tym, e dwa s dy sprzeczne nie mog  by  zarazem fa szywe. Le niewski natomiast wskaza  

takie pary zda , które mog  by  fa szywe; s  to zdania sprzeczne, w których podmiotem jest 

nazwa pusta – taka nazwa nie posiada desygnatu (kwadratowe ko o, centaur itd.). Pod wp y-

wem tej argumentacji Kotarbi ski zmieni  pogl dy na zasad  wy czonego rodka oraz warto  

logiczn  zda  sprzecznych; T. Kotarbi ski, Zagadnienie istnienia przysz o ci, „Przegl d Filo-

zoficzny” 16 (1913); S. Le niewski, Czy prawda jest tylko wieczna czy te  wieczna i odwiecz-

na?, „Nowe Tory” 18 (1913). 
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dwuwarto ciowo ci i wzbogaceniu mo liwych struktur bytowych – ontologia 

nowej logiki wolna jest od determinizmu i dzi ki temu da si  pogodzi  z woln  

twórczo ci  cz owieka. 

Wró my jednak do zasady dwuwarto ciowo ci. W logice klasycznej jej wy-

razem s  zasady sprzeczno ci i wy czonego rodka. Pierwsza z nich mówi 

o tym, e dwa zdania sprzeczne nie mog  by  równocze nie prawdziwe, a druga 

– dwa zdania sprzeczne nie mog  by  równocze nie fa szywe. Analizuj c obie 

zasady uwa ane za fundamentalne prawa logiki – szczególnie pierwsza z nich – 

autor doszed  do wniosku, e nie s  one tak oczywiste, jak dot d mniemano. Po-

siadaj  jedynie warto  praktyczn , mianowicie s u  do rozró niania prawdy od 

fa szu, nie mog  natomiast by  traktowane jako aksjomaty. Zasada dwuwarto-

ciowo ci nie jest zasad  logiczn , ale metalogiczn , i le y u podstaw logiki kla-

sycznej – dwuwarto ciowej. Pierwszym krokiem do budowy logiki nieklasycz-

nej jest zatem rewizja podstaw – zasady dwuwarto ciowo ci10. 

Zanim powsta a logika trójwarto ciowa ukasiewicz bada  zwi zki logiczne 

zachodz ce mi dzy zdaniami modalnymi11. Rozró nia  trzy pogl dy na temat 

tych zda : stanowisko logiki tradycyjnej, determinizmu ontologicznego oraz in-

determinizmu ontologicznego. Stwierdzi  niezgodno  tradycyjnych twierdze  

o tych zdaniach. Natomiast na gruncie trójwarto ciowego rachunku zda  

wszystkie przekazane przez tradycj  twierdzenia o zdaniach modalnych s  nie-

sprzeczne. Problem polega  na tym, e zgodnie z zasad  dwuwarto ciowo ci 

w logice klasycznej mo na przyporz dkowa  danemu zdaniu jedynie prawdzi-

wo  lub fa szywo . Natomiast bior c pod uwag  zdania modalne z perspekty-

wy trzech stanowisk, okaza o si , e w niektórych przypadkach nie mo na okre-

li  zdania jako prawdziwego lub fa szywego bez popadni cia w sprzeczno . 

Dopiero gdy wprowadzimy trzeci  warto  logiczn , wszystkie twierdzenia 

o rozwa anych zdaniach posiadaj  warto  logiczn  – otrzymujemy niesprzecz- 

n  ca o . 

Droga, która doprowadzi a Jana ukasiewicza najpierw do logiki trójwarto-

ciowej, a nast pnie do rodziny logik wielowarto ciowych, rozpocz a si  od 

analizy takich zasad, jak: zasada sprzeczno ci, wy czonego rodka, przyczyno-

wo ci i dwuwarto ciowo ci. Dzi ki dociekaniom natury filozoficznej na gruncie 

ontologii i etyki, a tak e formalnym badaniom w zakresie logiki Arystotelesa 

i stoików, krystalizowa a si  wizja nowej logiki. Pocz tkowo mia a by  to logika 

„niearystotelesowa”, ale pod wp ywem analizy tekstów staro ytnych ostatecznie 

nadano jej miano „niechryzypowej”. Mia o to zwi zek ze staro ytnym sporem 

                                                 
10 J. ukasiewicz, Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen des Aussagenkalküls, 

„Comptes Rendus des séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie”, 23 (1930), 

t. III, s. 51–77. 
11 Ten e, O logice trójwarto ciowej…, oraz ten e, Philosophische Bemerkungen... 
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o wa no  zasady dwuwarto ciowo ci: to stoicy byli zwolennikami tej zasady, 

natomiast Arystoteles kwestionowa  jej u ycie, gdy rozwa a  zdania o przy-

sz ych zdarzeniach niezdeterminowanych12. Logika „niechryzypowa” powsta a 

w wyniku odrzucenia zasady dwuwarto ciowo ci i przyj cia trzeciej warto ci 

logicznej, obok prawdy (1) i fa szu ( 0 ), „1
Ú2” jest dodatkow , po redni  warto-

ci  logiczn , okre lon  pocz tkowo jako „mo liwo ”, a nast pnie jako „nie-

zdeterminowanie”. 

2. System 3L  

W 1920 roku ukasiewicz po raz pierwszy przedstawi  w sposób sformali-

zowany trójwarto ciowy system rachunku zda , scharakteryzowany za pomoc  

poj  zaczerpni tych z algebry logiki Couturata13, których pierwotnymi twórca-

mi byli J. Boole i F. Schröder. Podstawowym stosunkiem mi dzy zdaniami jest 

stosunek wynikania, który oznaczamy symbolem  (mniejszy od). Stosunek 

ba , gdzie a  i b  oznaczaj  zdania, interpretujemy w nast puj cy sposób: 

zdanie a  poci ga za sob  zdanie b , czyli „je li a  jest prawdziwe, to b  jest 

prawdziwe” lub „z a  wynika b ”. Drugim wa nym poj ciem, wykorzystywa-

nym przez ukasiewicza, jest to samo  (równo ) zda , wyra ona za pomoc  

symbolu , i zdefiniowana w nast puj cy sposób: ba  wtedy i tylko wtedy, 

gdy ba  i ab . Zatem zdania a  i b  s  to same, ba , gdy z a  wynika b  

i z b  wynika a , czyli zdania a  i b  s  równocze nie prawdziwe lub równocze-

nie fa szywe14. Ponadto 0  (fa sz) oznacza zdanie, z którego wynika dowolne 

zdanie: dla dowolnego zdania x  jest tak, e x0 , 1  (prawda) oznacza zdanie, 

które wynika z dowolnego zdania: dla dowolnego zdania x  jest tak, e 1x 15. 

ukasiewicz wprowadzi  dodatkow  warto  „mo liwe”, której odpowiada 

symbol 2  (zdanie nie jest ani prawdziwe, ani fa szywe). 

 

Nast puj ce zasady dotycz ce to samo ci i wynikania okre laj  logik  trój-

warto ciow : 

1) Zasady to samo ci fa szu, prawdy i trzeciej warto ci: 

 1)00( , 1)11( , 1)22( , 0)01()10( ,  

                                                 
12 Arystoteles, Hermeneutyka, ks. IX, [w:] ten e, Kategorie, Hermeneutyka, Analityki pierwsze, 

Analityki wtórne, Topiki, O dowodach sofistycznych. Dzie a wszystkie, t. 1, PWN, Warszawa 

1990, s. 75–77. 
13 L. Couturat, L’Algébre de la logique, „Scientia, Série Physico-Mathématique”, 24, Paris 1905. 
14 Tam e, s. 2–6. 
15 Tam e, s. 16–19. 
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 2)12()21()02()20( , 

2) Zasady wynikania: 

 1)22()12()20()11()10()00( , 

0)01( , 2)21()02( . 

Wskazuj  one warto  poszczególnych wyra e  umieszczonych w nawia-

sach, zbudowanych za pomoc  sta ych logicznych ze zbioru {0,1,2} oraz sym-

boli funkcyjnych {=,<}. Ponadto wyró niaj  grupy wyra e  posiadaj cych t  

sam  warto  logiczn . Przyk adowo wyra enie postaci 1)00(  oznacza, e 

po pierwsze fa sz jest to samy z fa szem, a po drugie, e ta to samo  jest równa 

prawdzie; wyra enie postaci 0)01()10(  oznacza, e to samo ci fa szu 

i prawdy oraz prawdy i fa szu s  równe sobie i fa szowi, czyli prawda nie jest 

równowa na fa szowi; natomiast jakakolwiek to samo  prawdy lub fa szu 

z warto ci  2  jest równa 2 , co oznacza, e „mo liwa” jest to samo  zdania 

„mo liwego” i prawdy lub fa szu. 

Pozosta e operacje – zaprzeczanie , dodawanie  i mno enie – zosta y 

zdefiniowane za pomoc  powy szych zasad: 

)0(aa , 

bbaba )( , 

)( baab , gdzie a  i b  oznaczaj  zmienne zdaniowe, które mog  przybiera  

warto ci ze zbioru {0,1,2}. 

Je li zasady to samo ci i wynikania przedstawimy w postaci tabelek praw-

dziwo ciowych, to b d  one mia y nast puj c  posta : 

ba  0 1 2 

0 1 0 2 

1 0 1 2 

2 2 2 1 
 

 

ba  0 1 2 

0 1 1 1 

1 0 1 2 

2 2 1 1 

Zauwa my, e w definicji zaprzeczania ukasiewicz wykorzysta  operacj  

wynikania oraz sta  logiczn  0 – fa sz. 

Je li ponadto zwrócimy uwag  na zbiór warto ci logicznych {0,1,2}, to oka-

e si , e liczba 2  oznacza trzeci  warto , ale nie wskazuje na po redni charak-

ter tej warto ci, mi dzy prawd  a fa szem. Gdyby natomiast liczb  2  umie ci  

mi dzy klasycznymi warto ciami, to utracimy rosn cy porz dek w ród tych 

warto ci. Symbol oznaczaj cy trzeci  warto  logiczn  nie odzwierciedla rów-
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nie  intuicji autora mówi cej o tym, e zdanie o przysz o ci nieokre lonej jest 

obecnie mo liwe, ale w przysz o ci przyjmie jedn  z dwóch warto ci klasycz-

nych – b dzie prawdziwe lub fa szywe. Dopiero, gdy liczb  2  zast pimy u am-

kow  warto ci  1
Ú2, otrzymamy zbiór trzech warto ci {0,1Ú2,1} spe niaj cy zarów-

no formalne, jak i intuicyjne wymogi. 

W 1930 roku we wspólnej pracy ukasiewicza i Tarskiego trójwarto ciowy 

system rachunku zda  3L  zosta  przedstawiony za pomoc  metody matrycowej. 

W systemie 3L  zdania mog  przyjmowa  trzy ró ne warto ci prawdziwo cio-

we: 1, 1Ú2, 0, gdzie 1 oznacza, e zdanie jest prawdziwe, 1Ú2 oznacza, e zdanie nie 

jest ani prawdziwe, ani fa szywe, natomiast 0 oznacza, e zdanie jest fa szywe. 

1 (prawda), podobnie jak w logice klasycznej, jest warto ci  wyró nion , nato-

miast pozosta e dwie warto ci charakteryzuj  si  malej c  zawarto ci  prawdy. 

Trzeci , u amkow  warto  logiczn  uto samiamy z „mo liwo ci ” lub „niezde-

terminowaniem”, odpowiada ona zdaniom mówi cym o niezdeterminowanej 

przysz o ci. 

 

System 3L  zosta  zbudowany w oparciu o dwa terminy pierwotne – spójniki 

implikacji i negacji, oznaczone odpowiednio przez  i 16; p i q  oznaczaj  

zmienne zdaniowe. Oto ich tabelki: 

qp  1 
1
Ú2 0 

1 1 
1
Ú2 0 

1
Ú2 1 1 

1
Ú2 

0 1 1 1 
 

 p p

1 0 
1
Ú2 

1
Ú2 

0 1 
 

Kolejne klasyczne spójniki – alternatywa , koniunkcja  i równowa no  

 – zosta y zdefiniowane za ich pomoc : 

qqpqp
df

)( , 

)( qpqp
df

, 

)()( pqqpqp
df

. 

                                                 
16 W oryginale ukasiewicz u y  nast puj cych symboli do oznaczenia podstawowych spójników 

logicznych: C – implikacja, N – negacja, A – alternatywa, K – koniunkcja oraz E – równowa -

no . Za pomoc  zmiennych zdaniowych – p, q, ... oraz sta ych logicznych C, N, ..., E tworzy  

wyra enia z o one bez potrzeby u ycia nawiasów: Cpq, Np, CCpqCCqrCpr, itd. 
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Nast puj ce tabelki prawdziwo ciowe dla wymienionych wy ej spójników 

logicznych charakteryzuj  system 3L : 

qp  1 
1
Ú2 0 

1 1 1 1 
1
Ú2 1 

1
Ú2 

1
Ú2 

0 1 
1
Ú2 0 

  

 qp 1 
1
Ú2 0 

1 1 
1
Ú2 0 

1
Ú2 

1
Ú2 

1
Ú2 0 

0 0 0 0 

 
qp  1 

1
Ú2 0 

1 1 
1
Ú2 0 

1
Ú2 

1
Ú2 1 

1
Ú2 

0 0 
1
Ú2 1 

 

 

 

Zwró my uwag  na definicje alternatywy, koniunkcji i równowa no ci – s  

one poprawne równie  na gruncie logiki klasycznej, gdzie dysponujemy dwiema 

warto ciami prawdziwo ciowymi 1 i 0; tabelki dla wyra e  po lewej stronie 

równo ci definicyjnych pokrywaj  si  z tabelkami warto ciowania dla wyra e  

po prawej stronie. Jednak w logice klasycznej wskazuje si  zwykle, w przypad-

ku alternatywy, na inne wyra enie: 

)( qpqp
df

, 

co dalej daje nam równo : 

qpqp
df

. 

Tabelka warto ciowania dla wyra enia qp  pokrywa si  z tabelk  dla wy-

ra enia qp  na gruncie klasycznego rachunku zda  KRZ . Je li jednak po-

równamy te wyra enia na gruncie 3L , to oka e si , e podstawiaj c za p  i q  

w obu z nich warto  1
Ú2, alternatywa b dzie mia a warto  1

Ú2, natomiast impli-

kacja b dzie prawdziwa, zgodnie z przedstawionymi powy ej tabelkami. Na 

gruncie trójwarto ciowego rachunku zda  w a ciwa jest wi c definicja podana 

przez ukasiewicza, gdy  dla p  i q  równych 1
Ú2, wyra enie qqp )(  po-

siada warto  tak  sam  jak alternatywa qp , czyli 1Ú2. 

Wró my jednak do tabelek prawdziwo ciowych charakteryzuj cych spójniki 

logiczne. Wa n  w asno ci  omawianych tabelek jest to, e w przypadku, gdy 

rozpatrujemy wy cznie pary klasycznych warto ci, to tabelki systemu 3L  

i KRZ  pokrywaj  si . Przyk adowo 1001011  oraz 001  

itd. Ciekaw  w asno ci  spójnika negacji jest to, e je li dane zdanie posiada 
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warto  1
Ú2, to równie  jego negacja posiada t  sam  warto . Wynika to z nast -

puj cej zale no ci: je li dane zdanie jest mo liwe, to równie  jego negacja jest 

tak samo mo liwa, pami taj c oczywi cie o tym, e zdania mo liwe mówi  

o przysz ych zdarzeniach kontyngentnych. 

Poza klasycznymi spójnikami, ukasiewicz scharakteryzowa  równie  mo-

dalne operatory mo liwo ci i konieczno ci17, którym odpowiadaj  symbole  

i , za pomoc  nast puj cych tabelek: 

p  p  

1 1 
1
Ú2 1 

0 0 

 p p 

1 1 
1
Ú2 0 

0 0 
 

Wyra enie „mo liwe, e p ” jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie 

p  jest prawdziwe lub mo liwe, w pozosta ym przypadku wyra enie jest fa szy-

we. Natomiast wyra enie „konieczne, e p ” jest prawdziwe tylko i wy cznie 

w sytuacji, gdy zdanie p  jest prawdziwe. Ponadto autor próbowa  skonstruowa  

na potrzeby swojego systemu tak  definicj  poj cia mo liwo ci, aby na jej pod-

stawie uzasadni  wszystkie, podane przez tradycj , intuicyjne twierdzenia 

o zdaniach modalnych. W 1921 roku Alfred Tarski18 poda  definicj , która spe -

nia a powy szy warunek, mia a ona posta : 

 ppp
df

. (1) 

Je li porównamy tabelki prawdziwo ciowe dla obu wyra e , oka e si , e 

idealnie si  pokrywaj , przyk adowo dla p=1
Ú2, 1p  oraz wyra enie pp  

równie  posiada warto  1. 

Definicj  1 mo na zastosowa  równie  do poj cia konieczno ci, „konieczne, 

e p ” to tyle, co „nie jest mo liwe, e nie- p ”: 

 )( pppp
df

. 

Mówimy, e zdanie p  jest konieczne, je li nie poci ga za sob  w asnej negacji. 

 

Wnioskiem p yn cym z wprowadzenia do systemu 
3

L  definicji poj cia mo li-

wo ci, autorstwa Tarskiego, by a niesprzeczno , w trójwarto ciowym rachunku 

zda , wszystkich twierdze  o zdaniach modalnych, przekazanych przez tradycj . 

                                                 
17 J. ukasiewicz, Philosophische Bemerkungen... 
18 Tam e. 
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Trójwarto ciowy system rachunku zda  3L  jest podzbiorem w a ciwym KRZ , 

co oznacza, e wszystkie tautologie trójwarto ciowe s  zarazem tautologiami logiki 

dwuwarto ciowej. Przyk adowo, formu y )( pqp , )( qpp  s  tauto-

logiami zarówno w 
3

L , jak i w .KRZ  Natomiast nie ka da tautologia KRZ  jest 

tautologi  w 3
L . Przyk adami wyra e , które utraci y sw  moc w systemie trójwar-

to ciowym, s  m.in. nast puj ce formu y: ppp )( , ppp )( , 

pqpqp )()( , pqqp ))((  oraz prawo sprzeczno ci 

)( pp  i prawo wy czonego rodka pp . Dwa ostatnie prawa przyjmuj  

warto  1
Ú2 w przypadku, gdy p  ma tak  warto . Odrzucenie prawa sprzeczno-

ci oraz prawa wy czonego rodka by o wyrazem indeterministycznego pogl -

du ukasiewicza na wiat oraz pierwotnego zaprzeczenia uniwersalnej wa no ci 

zasady dwuwarto ciowo ci. 

Istotn  w asno ci  systemu 3L , rozpatrywanego w kontek cie problemu po-

jawiania si  paradoksów na gruncie logiki klasycznej i teorii mnogo ci, jest na-

st puj cy fakt: wszystkie kontrtautologie ,KRZ  b d ce podstawieniem formu y 

postaci pp , s  niesprzeczne w 3L , gdy  dla zdania p  posiadaj cego war-

to  1
Ú2 równowa no  jest prawdziwa. Wi e si  to z wczesn  motywacj  filo-

zoficzn  ukasiewicza, odnosz c  si  do ontologii fundamentalnej Meinonga – 

system trójwarto ciowy mia  formalizowa  wnioskowania dotycz ce przedmio-

tów sprzecznych (tj. przedmiotów posiadaj cych sprzeczne cechy). Je li ponadto 

przyj , e formu om prowadz cym do paradoksów przyporz dkowujemy war-

to  1
Ú2, to na tej podstawie mo na przyj , e w logice trójwarto ciowej nie po-

jawiaj  si  antynomie, takie jak antynomia Russella klas niezwrotnych, czy an-

tynomia Grelinga dotycz ca w asno ci „heterologiczno ci”19. 

W 1931 roku M. Wajsberg dokona  aksjomatyzacji negacyjno-implika- 

cyjnego fragmentu systemu 3
L  ukasiewicza oraz udowodni  pe no  i nieza-

le no  tej aksjomatyzacji20. Regu ami wnioskowania s  tu regu y odrywania 

i podstawiania. Nast puj ce cztery formu y stanowi  aksjomatyk  3L : 

                                                 
19 Inne podej cie prowadz ce do rozwi zania problemu paradoksów semantycznych i teoriomno-

go ciowych przedstawili w swoich pracach: D.A. Boczwar, Moh Shaw-Kwei oraz R.L. Martin 

i P.W. Woodruff (D.A. Boczwar, Ob odnom tréhzna nom is islénii i égo priménénii k analizu 

paradoksov klassi éskogo rasširennogo funkcjonal’nogo is islénia, „Matémati éskij Sbornik” 

4 (1938), s. 287–308; Moh Shaw-Kwei, Logical paradoxes for many-valued logics, „The Jour-

nal of Symbolic Logic” 19 (1954), s. 37–40; R.L. Martin, P.W. Woodruff, On Representing 

„True-in-L”, „ Philosophia” 5 (1975), s. 213–217. 
20 M. Wajsberg, Aksjomatyzacja trójwarto ciowego rachunku zda , „Comptes Rendus des 

séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie” 23 (1931), t. III, s. 126–145. 
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1. )( pqp , 

2. ))()(()( rprqqp , 

3. )()( pqqp , 

4. pppp ))(( . 

Wszystkie powy sze aksjomaty s  tautologiami ,KRZ  ale zamiast aksjoma-

tu 4. przyjmuje si  zwykle w logice klasycznej wyra enie postaci 

ppp )( , które nie jest tautologi  trójwarto ciow , gdy  dla p=1
Ú2 warto  

ca ego wyra enia to 1
Ú2. Dlatego te , bior c pod uwag  prawdziwo  formu  1–4 

na gruncie ,KRZ  mo na interpretowa  aksjomatyk  Wajsberga jako dwuwarto-

ciow . Jest to kolejne potwierdzenie tezy, e logika trójwarto ciowa ukasie-

wicza stanowi fragment logiki klasycznej i jest jej uogólnieniem. 

W 1936 roku J. S upecki ustali , e trójwarto ciowy system ukasiewicza 

nie jest funkcyjnie pe ny21, co oznacza, e za pomoc  podstawowych spójników 

 i , scharakteryzowanych poprzez tabelki prawdziwo ciowe, nie mo na 

zdefiniowa  wszystkich mo liwych w tym systemie funkcji prawdziwo cio-

wych. Otó , za pomoc  funktora implikacji i negacji nie mo na zdefiniowa  

adnej funkcji jednoargumentowej. Przyk adowo nie mo na w 
3

L  zdefiniowa  

za pomoc  podstawowych spójników prawdziwo ciowych jednoargumentowej 

funkcji T , która dowolnemu zdaniu przyporz dkowuje warto  1
Ú2. Tabelka 

prawdziwo ciowa dla operatora T  przedstawia si  nast puj co: 

p  pT  

1 
1
Ú2 

1
Ú2 

1
Ú2 

0 
1
Ú2 

 

 

 

S upecki zauwa y , e je li wzbogacimy trójwarto ciowy system ukasiewi-

cza o operator T , nazwany pó niej „operatorem S upeckiego”, to otrzymamy 

system funkcyjnie pe ny. Ponadto system 
3

L  z operatorem T  jest aksjomaty-

zowalny za pomoc  znanych czterech formu  Wajsberga, wzbogaconych o dwie 

nast puj ce: 

1. pp TT , 

                                                 
21 J. S upecki, Der volle dreiwertige Aussagenkalkül, „Comptes Rendus des séances de la Société 

des Sciences et des Lettres de Varsovie” 29 (1936), t. III, s. 9–11. 
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2. pp TT . 

Wyra aj  one intuicj  mówi c  o tym, e zdanie mo liwe i jego negacja s  

równowa ne. 

 

ukasiewicz zbudowa  swój system za pomoc  metody matrycowej, okre-

lonej poprzez poj cia zdefiniowane przez Tarskiego22. 

 

Matryc  logiczn  nazywamy uporz dkowan  czwórk  gfBA ,,,M , z o-

on  z dwóch roz cznych zbiorów A  i B , z funkcji dwuargumentowej i z funk-

cji jednoargumentowej, przy czym obie funkcje s  okre lone dla wszystkich ele-

mentów BA  i przybieraj  jako warto ci tylko elementy tego zbioru. Matryc  

M  nazywamy normaln , gdy spe niony jest nast puj cy warunek: 

(*) je li Bx i Ay , to Ayxf ),( . 

Warto ciowaniem nazywamy funkcj  BAFor: , która jest okre lona 

na zbiorze formu  i przyjmuje warto ci w zbiorze BA . 

 

W przypadku trójwarto ciowego systemu 3L  matryca ma posta  

3L
M [{0,1Ú2},{1}, , ], gdzie zbiór A={0,1Ú2} jest zbiorem warto ci niewy-

ró nionych, B={1} jest zbiorem warto ci wyró nionych, 1 jest jedyn  warto ci  

wyró nion , implikacja  jest funkcj  dwuargumentow , a negacja  – jedno-

argumentow . 

 

Matryca 
3L

M  jest matryc  normaln , gdy  spe nia warunek (*): 

qp  1 
1
Ú2 0 

1 1 
1
Ú2 0 

1
Ú2 1 1 

1
Ú2 

0 1 1 1 
 

 

 

co oznacza, e zdanie z o one o budowie implikacyjnej, w którym poprzedni-

kiem jest zdanie posiadaj ce warto  wyró nion , a nast pnikiem zdanie o war-

to ci niewyró nionej, zawsze posiada warto  niewyró nion . 

Mówimy, e zdanie p  spe nia matryc  
3L

M , gdy dla ka dego warto ciowa-

nia  tej matrycy Bp)( . 

                                                 
22 J. ukasiewicz, A. Tarski, Untersuchungen über den Aussagenkalkül... 
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Innymi s owy: zdanie p  spe nia matryc  
3L

M , gdy dla ka dego warto cio-

wania przyjmuje warto  wyró nion  w matrycy 
3L

M  – jest tautologi  
3L

M . 

Trójwarto ciowym systemem rachunku zda  3L  jest wi c zbiór wszystkich 

zda , spe niaj cych matryc  
3L

M . 

3. W asno ci strukturalne 

Trójwarto ciowe tabelki prawdziwo ciowe dla podstawowych spójników 

zdaniowych w systemie 3L  mo na scharakteryzowa  za pomoc  nast puj cych 

w asno ci strukturalnych23: normalno , jednorodno , regularno  w sensie 

Kleenego24 oraz ci g o . Przyjrzyjmy si  bli ej temu zagadnieniu. 

Mówimy, e trójwarto ciowa tabelka prawdziwo ciowa dla danego spójnika 

zdaniowego jedno lub dwuargumentowego jest normalna, je li: 1) zawiera przy-

najmniej jedn  wyró nion  warto  prawdziwo ciow , analogiczn  z prawd  

oraz przynajmniej jedn  niewyró nion  warto  prawdziwo ciow , analogiczn  

z fa szem, 2) zgadza si  w ca o ci z odpowiedni  tabelk  dwuwarto ciow , gdy 

bierzemy pod uwag  tylko prawd  i fa sz. Ponadto logika trójwarto ciowa jest 

logik  normaln , gdy tabelki prawdziwo ciowe dla wszystkich podstawowych 

spójników zdaniowych s  normalne.  

W systemie ukasiewicza wszystkie tabelki dla podstawowych spójników 

zdaniowych: negacja , koniunkcja , alternatywa , implikacja  oraz 

równowa no  , posiadaj  w asno  normalno ci, dlatego te  ca a logika trój-

warto ciowa jest normalna w tym sensie. 

Trójwarto ciow  tabelk  prawdziwo ciow  dla danego spójnika zdaniowego 

nazywamy jednorodn , je li zawsze wtedy, gdy prawda i fa sz zajmuj  nag ów-

kowe pozycje w danym rz dzie lub kolumnie oraz warto  wyznaczona przez 

prawd  pokrywa si  z warto ci  wyznaczon  przez fa sz, to ca y rz d lub kolum-

na jednorodnie wskazuj  t  sam  warto , spo ród trzech warto ci logicznych. 

Logik  trójwarto ciow  nazywamy jednorodn , gdy tabelki prawdziwo ciowe 

dla wszystkich podstawowych spójników zdaniowych s  jednorodne. 

Spo ród wszystkich tabelek dla podstawowych spójników zdaniowych w 3L  

tylko tabelka dla spójnika równowa no ci nie jest jednorodna, z tego wzgl du 

nie mo emy mówi  o logice ukasiewicza, e jest jednorodna. 

 

                                                 
23 Wszystkie definicje w asno ci strukturalnych pochodz  od Reschera (ten e, Many-valued Lo- 

gic, McGraw-Hill, New York 1969, s. 55–62). 
24 S.C. Kleene, Introduction to Metamathematics, North-Holland, Amsterdam 1952, s. 334. 
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Tabelka prawdziwo ciowa dla równowa no ci ma posta : 

qp  1 
1
Ú2 0 

1 1 
1
Ú2 0 

1
Ú2 

1
Ú2 1 

1
Ú2 

0 0 
1
Ú2 1 

 

 

 

Gdyby w rodkowym miejscu, zamiast prawdy (1), znajdowa a si  warto  
1
Ú2, to wtedy tabelka posiada aby w asno  jednorodno ci. 

Trójwarto ciow  tabelk  prawdziwo ciow  dla danego spójnika zdaniowego 

nazywamy regularn  (w sensie Kleenego), je li nie zawiera prawdy lub fa szu 

w miejscu wyznaczonym przez pary warto ci, z których co najmniej jedna jest 

warto ci  po redni , chyba e prawda lub fa sz pojawia si  jednorodnie w ca ej 

kolumnie lub rz dzie. Oznacza to, e w regularnej tabelce klasyczna warto  

prawdziwo ciowa wyst puje w miejscu wyznaczonym przez warto  po redni  

tylko i wy cznie, gdy jest to wymuszone warunkiem jednorodno ci. Je li tabel-

ki dla wszystkich podstawowych spójników s  regularne, to ca y system jest re-

gularny. 

W systemie 3L  w asno  regularno ci nie przys uguje tabelkom dla spójników 

implikacji oraz równowa no ci. Tabelki dla pozosta ych spójników s  regularne. 

 

Tabelka prawdziwo ciowa dla implikacji ma posta : 

qp  1 
1
Ú2 0 

1 1 
1
Ú2 0 

1
Ú2 1 1 

1
Ú2 

0 1 1 1 
 

 

 

Gdyby w rodkowym miejscu, zamiast prawdy (1), znajdowa a si  warto  
1
Ú2, to wtedy tabelka by aby regularna. Podobnie w przypadku tabelki dla rów-

nowa no ci. Trójwarto ciowa logika nie jest wi c regularna. 

Mówimy, e tabelka trójwarto ciowa dla danego spójnika zdaniowego jest 

ci g a, gdy ka dy rz d lub kolumna zaczynaj cy si  od prawdy a ko cz cy na 

fa szu (lub odwrotnie) posiada w rodkowym miejscu warto  po redni . Je li 

tabelki dla wszystkich podstawowych spójników s  ci g e, to ca y system trój-

warto ciowy jest ci g y. 

Wszystkie tabelki dla podstawowych spójników zdaniowych posiadaj  w a-

sno  ci g o ci – system 3L  jest ci g y. 
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Trójwarto ciowa logika ukasiewicza spe nia dwie w asno ci strukturalne: 

normalno  i ci g o . Ponadto tabelki dla spójników: , , , posiadaj  w a-

sno ci jednorodno ci i regularno ci, a tabelka dla implikacji jest jednorodna. 

4. Interpretacje filozoficzne 

Interpretacje trzeciej warto ci logicznej mo na podzieli  na epistemologicz-

ne i ontologiczne. Zgodnie z pierwsz  interpretacj  dodatkowa warto  mo e si  

jawi  jako wyraz ludzkiej bezsilno ci, która przejawia si  w momencie kontaktu 

z niesko czono ci  wiata, w wymiarze mikro i makro. Wynika ona z ograni-

czonych mo liwo ci poznawczych cz owieka, dla którego zawsze b d  istnia y 

obszary rzeczywisto ci wymykaj ce si  poznaniu. Wprowadzenie w systemie 

logicznym trzeciej warto ci mo na postrzega  jako pogodzenie si  z tymi ogra-

niczeniami i traktowanie ich jako czego  naturalnego, z czym nie da si  walczy . 

Interpretacja ontologiczna nie odwo uje si  do cz owieka jako podmiotu po-

znaj cego, ale do samego wiata, który nas otacza. Mo na powiedzie , e w jego 

konstrukcji istnieje co , co nie jest jeszcze ukszta towane, dokonane. Taka po-

tencjalno  dotyczy bytów nieistniej cych z konieczno ci, czyli takich które s , 

ale mog yby nie istnie . Mo na to okre li  równie  w ten sposób: ka dy byt jest 

potencjalnie czym  innym – jedwab jako materia (pod o e zmian) jest w mo no-

ci, aby przyj  form  i sta  si  ubraniem. Tak wi c tkanina jest potencjalnie 

wytworn  kreacj . Zatem trzecia warto  logiczna mo e by  odpowiednikiem 

potencjalno ci istniej cej w wiecie. 

Pami tamy, e w trójwarto ciowym systemie ukasiewicza trzecia warto  

logiczna rozpatrywana jest w kontek cie problemu istnienia zda  o przysz ych 

zdarzeniach niezdeterminowanych. Zdania tego rodzaju charakteryzuje fakt, e 

mo emy o nich powiedzie , e nie s  ani prawdziwe, ani fa szywe. Nie mo emy 

stosowa  do nich klasycznych warto ci prawdy i fa szu. Zdaniom dotycz cym 

nieokre lonej przysz o ci, w momencie ich wypowiadania, nie odpowiada ani 

byt, ani niebyt, lecz obiektywna mo liwo . Nie zaistnia y bowiem przyczyny 

zdarzenia, o którym mowa jest w zdaniu, nie zaistnia y ponadto przyczyny tego, 

e zdarzenie to nie b dzie mia o miejsca. Zdanie i jego negacja s  w równym 

stopniu mo liwe, zatem nie s  konieczne. 

Z tej perspektywy poprawna wydaje si  interpretacja ontologiczna, która nie 

odwo uje si  do poznawczych zdolno ci cz owieka, ale wskazuje na struktur  

bytu jako pod o e, na którym, w zawieszeniu mi dzy tym, co istnieje (prawda), 

a tym, co nie istnieje (fa sz), uobecnia si  mo liwo  w postaci trzeciej warto ci 

logicznej. 
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Summary 

Deliberations on Lukasiewicz Three-Valued Logic 

The paper concerns the three-valued propositional logic of Jan ukasiewicz. 

Philosophical motivations which led to introduction of the third truth-value, 3L  

system analysis, structural properties of its logical connectives and possible phi-

losophical interpretations of the third logical value are presented. 

 

 


