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Oznaczenia

Bedziemy uzywaé¢ nastepujacych oznaczen:
R — zbior liczb rzeczywistych,
Q — zbior liczb wymiernych,
Z — zbiér liczb catkowitych,
N — zbior liczb naturalnych (od 1),
Ng — zbiér liczb naturalnych wraz z 0,
P — zbior liczb pierwszych,
| X| — liczba elementéw zbioru X,
P(X), 2% — rodzina wszystkich podzbioréw zbioru X,
D(a) — zbior dzielnikow catkowitych liczby a, gdzie a € Z,
m | a —m dzieli a, gdzie m,a € Z,

m {a—m nie dzieli a, gdzie m,a € Z.

Alfabet grecki:

A e alfa N v ni

B I5} beta = & xi

r vy gamma 0 0 omikron
A 6 delta IT s pi

E €, & epsilon P P, 0 ro

Z ¢ zeta X 0, sigma
H n eta T T tau
S} 0,9 theta Y v ypsilon
I L jota P o, phi
K K kappa X X chi
A A lambda, v P psi
M o mi Q w omega



Wstep

Matematyka dyskretna to czes¢ matematyki zajmujaca sie strukturami dyskretnymi.
Stowo ,dyskretny” nalezy tu rozumie¢ w znaczeniu ,nieciggly”, oddzielony od siebie”
(w jezyku angielskim mamy stowo discrete, w odréznieniu od discreet oznaczajacego cos,
co nie rzuca sie w oczy lub ma pozosta¢ w tajemnicy). W bardziej restrykcyjnym znacze-
niu termin ,dyskretny” rozumie sie réwniez jako ,skonczony”, co wskazuje, ze obiektem
zainteresowania matematyki dyskretnej beda struktury i procesy skoiiczone. W ten spo-
so6b matematyka dyskretna rézni sie zasadniczo od analizy matematycznej, teorii réwnan
rozniczkowych czy topologii, zainteresowanych gltéownie pojeciami ciaglymi i obiektami
nieskoniczonymi.

Konkretniej, matematyka dyskretna opiera swoje podstawy na logice, teorii zbioréw
i teorii liczb, a gléwny dzialy wchodzace w jej zakres to kombinatoryka i teoria gra-
fow. Stosuje sie ja w takich obszarach z pogranicza matematyki i informatyki jak: algo-
rytmika, kryptografia, teoria kodowania czy teoria obliczeri. Matematyka dyskretna jest
niezbedna dla zrozumienia teoretycznych podstaw informatyki. Doglebne zrozumienie za-
gadnien matematyki dyskretnej pozwala na sprawne rozwigzywanie ztozonych problemow
informatycznych i tworzenie efektywnych algorytmow.

Podrecznik ten ma na celu przyblizenie najwazniejszych poje¢ matematyki dyskret-
nej wszystkim zainteresowanym ta dziedzina, w szczegblnosci studentom pierwszego roku
studiéw licencjackich kierunku informatyka. Poznajac podstawy matematyki dyskretnej,
student rozwija umiejetnosci rozwiazywania probleméw, ktére maja zastosowanie w roz-
nych praktycznych scenariuszach.

Material do skryptu ,Matematyka dyskretna dla studentéw kierunku informatyka” jest
tak dobrany, aby porzadkowal wiedze z tej dziedziny nabyta w szkole §redniej i uzupel-
nial ja o tematy niezbedne do studiowania informatyki na dalszych etapach ksztalcenia.
Niniejszy skrypt obejmuje podstawy logiki (rozdzial 1), elementy teorii liczb (rozdzial 2)
oraz wstep do kombinatoryki (rozdzial 3). Kazdy rozdzial jest uzupelniony o zestaw za-
dan, do wiekszosci ktorych dostarczone sg takze odpowiedzi. Calo$¢ uzupelniona jest
o przykladowe pytania egzaminacyjne (rozdzial 4).



Rozdzial 1

Elementy logiki

W tym rozdziale przedstawimy wybrane elementy logiki takie jak podstawy rachunku
zdani, rachunku kwantyfikatorow, teorii zbioréw i teorii relacji. Przedstawimy takze nota-
cje dla sum i iloczynéw wraz z wzorami przydatnymi przy stosowaniu tej notacji. Kolejne
rozdzialy krotko omawiaja zasade indukcji matematycznej oraz podstawowe funkcje cal-
kowitoliczbowe: podtoge i sufit. Duza czesé tresci zawartych w tym rozdziale jest powto-
rzeniem wiadomosci ze szkoty sredniej i zapewne nie przysporzy czytelnikowi problemow.
Wyjatek moga stanowi¢ podrozdzialy dotyczace relacji oraz indukcji matematycznej, ktore
to tematy zwykle nie sa omawiane w szkole $rednie;j.

1.1. Podstawy rachunku zdan

W logice klasycznej rozrozniamy dwie wartosci logiczne: prawde i falsz. Symbolem
prawdy jest 1, a symbolem falszu jest 0. Rozpoczniemy od podstawowej definicji i przy-
ktadow, ktore ja ilustrujg.

Definicja 1.1. Zdaniem logicznym nazywamy dowolne zdanie, ktéremu mozna nadaé
wartos¢ logiczng: prawde lub falsz.

Przyklad 1.2. Przyktadami zdan logicznych sa:
1. 9—3 =5 (falsz).
2. 344 > 6 (prawda).
3. Kazdy kwadrat jest prostokatem (prawda).
4. Liczba /3 jest liczba wymierna (falsz).
5. Nicea jest stolicg Francji (falsz).
6. Mieszko I byt krolem Hiszpanii (falsz).
7. Ziemia ma dokladnie jeden ksiezyc (prawda).

8. Kangury zyja na Antarktydzie (falsz).
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Przyktlad 1.3. Przyklady zdan, ktére nie sg zdaniami logicznymi:
1. pytania: Czy w Afryce zyja krokodyle?
2. zdania rozkazujace: Posprzataj swoj pokdj!

Nalezy zwrocié¢ uwage, ze istnieja stwierdzenia, ktore sa zdaniami logicznymi, pomimo
ze w danej chwili, czy tez przy obecnym stanie naszej wiedzy, nie jesteSmy w stanie ocenié
ich wartosci logicznej. Na przyktad takim zdaniem jest: ,Na Marsie zyja bakterie”. Nie
jesteSmy w stanie okresli¢ wartosci logicznej tego zdania, poniewaz nie pozwala nam na
to stan naszej wiedzy o Marsie. Jednak jest to zdanie logiczne, ktorego wartosé logiczng
by¢ moze bedziemy w stanie oceni¢ w przysztosci.

Zdania logiczne mozemy taczyé ze soba tworzac zdania zlozone. Do budowania zdan
zlozonych uzywamy spojnikow (operatorow) logicznych. Najczesciej uzywane spojniki lo-
giczne zostaly zebrane w tabeli 1.1. Wartos¢ logiczna zdania zlozonego zalezy od wartosci
jego zdan sktadowych oraz spojnikdéw wykorzystanych do jego utworzenia. Negacja jest
operatorem jednoargumentowym, ktéra zmienia warto$é logiczng negowanego zdania na
przeciwna (tabela 1.2). Pozostale operatory sa dwuargumentowe, a wartosci zdan ztozo-
nych utworzonych z ich uzyciem zaprezentowane sa w tabeli 1.3.

Tabela 1.1: Spéjniki logiczne

’ symbol \ nazwa \ uzycie jak czytamy ‘
-, ~ negacja (zaprzeczenie) —p, ~ P nie p

Vv alternatywa pVq p lub ¢

Vv alternatywa wykluczajaca pVq p albo ¢

A koniunkcja pAgq poraz q,pigq

= implikacja p=q jesli p, to ¢

= réwnowaznosé P& q p wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢

W implikacji ,,p = ¢” zdanie p nazywamy poprzednikiem implikacji, a zdanie ¢
nastepnikiem implikacji.

Tabela 1.2: Negacja

pll ]

0
1

Tabela 1.3: Spojniki dwuargumentowe

(plallpvalpva|[pralp=aq]preq
0Jo0 o 0 0 1 1
01| 1 1 0 1 0
1[0 1 1 0 0 0
T[1] 1 0 1 1 1
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Przyklad 1.4. Okreslimy wartosci ponizszych ztozonych zdan logicznych:
1. Nieprawda, ze Ziemia jest plaska.
Oznaczmy zdanie ,Ziemia jest ptaska” symbolem p. Zdanie p jest falszywe, stad na
podstawie tabeli 1.2 zdanie —p jest prawdziwe.
2. W Afryce zyja czarno-bialte zebry i r6zowe hipopotamy.

Powyzsze zdanie jest zapisane w jezyku naturalnym. Chcac ocenié¢ wartosé logiczna
tego zdania powinni$my zmienié jego forme na bardziej precyzyjna: ,W Afryce zyja
czarno-biate zebry i w Afryce zyja rézowe hipopotamy”. Oznaczmy zdanie ,W Afryce
Zyja czarno-biale zebry” symbolem p, a zdanie ,W Afryce zyja rézowe hipopotamy”
symbolem ¢. Zdanie p jest prawdziwe, zdanie ¢ jest falszywe, zatem (tabela 1.3,
kolumna 5, wiersz 4) koniunkcja p A g jest falszywa.

3. Jesli sowy sa ssakami, to motyle sa owadami.

Oznaczmy zdanie ,Sowy sa ssakami” symbolem p, a zdanie ,motyle sa owadami”
symbolem ¢. Zdanie p jest falszywe, zdanie ¢ jest prawdziwe, zatem (tabela 1.3,
kolumna 6, wiersz 3) implikacja p = ¢ jest prawdziwa.

4. 3|10 (2+3) >4

Oznaczmy zdanie ,,3 | 10” symbolem p, a zdanie ,,(2+3) > 4” symbolem ¢. Zdanie p
jest falszywe, zdanie ¢ jest prawdziwe, stad (tabela 1.3, kolumna 7, wiersz 3) zdanie
p < q jest falszywe.

Symbole p i ¢ w tabelach 1.1, 1.2 1 1.3 (str. 7) to zmienne zdaniowe, czyli zmienne,
pod ktére mozemy podstawia¢ dowolne zdania logiczne. Wyrazenia zbudowane ze zmien-
nych zdaniowych i spojnikow logicznych (oraz pomocniczo nawiaséw) nazywamy formu-
lami lub zdaniami rachunku zdan.

Definicja 1.5. Prawo logiczne (prawo rachunku zdan, tautologia) to formuta ra-
chunku zdan, ktoéra jest zawsze prawdziwa, to znaczy jest prawdziwa po podstawieniu za
zmienne zdaniowe dowolnych zdan logicznych.

Zaprezentujemy wybrane tautologie wraz z ich nazwami:
1. prawo podwdjnego zaprzeczenia:
=(=p) & p,

2. prawo wylaczonego $rodka:
pVp,

3. prawa lacznosci alternatywy i koniunkcji:
(pVQVrepV(gvr), (pAgQArsSpA(gAT),
4. prawa przemiennosci alternatywy i koniunkcji:
pVqa=qVp, pAGEqADp,

5. prawa rozdzielnosci koniunkeji wzgledem alternatywy i alternatywy wzgledem ko-
niunkecji:

(pva)Are (pAT)VI(gAT), (PAgVT e (PVT)A(gVT),
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6. prawo przechodniosci implikacji:
(p=aN(@=r)]=(=r),
7. prawo zaprzeczenia implikacji:
~(p=q) = pA (=g,

8. prawo transpozycji:
(p=q) < [(~g) = (-p)];

9. prawa de Morgana:
“(pAq) & (—pV—q), —(pVaq) & (—p ANq),

10. regula odrywania:
A (p=9)]=q.
11. prawo zastepowania réwnowaznosci:

(peq) e @=>q9Nq= D).

Przyklad 1.6. Przedstawimy jedna z metod wykazywania, ze podana formuta jest tau-
tologia. Rozwazmy prawo przechodniosci implikacji:

(p=gA(@=7)]={@=r1)

W powyzszej formule mamy trzy zmienne logiczne: p, g, r. Wszystkie mozliwe wartosci
tych zmiennych wpisujemy do tabeli w kolejnych wierszach tak, jak wida¢ ponizej:

[pTalr]
000
001
0[1]0
1100
011
101
1T[1]0
111

Nastepnie w nagtéowkach kolejnych kolumn wpisujemy wszystkie coraz bardziej ztozone
formuly tworzace prawo przechodniosci implikacji:

[

Tr=g9glgq=>r[p=2r [ p=2dA@=r) [[e=dA@g=>7]=pE=>71) |

=R ===k

T
0
1
0
0
1
1
0
1

[l el K= il ==t el el S

Na koniec wypelniamy tabele kierujac sie zasadami dzialania spojnikéw logicznych
(tabele 1.2 i 1.3, str. 7). Zauwazmy, ze w ostatniej kolumnie, w ktérej mamy wartosci
prawa przechodnio$ci implikacji dla wszystkich mozliwych warto$ci zmiennych p, ¢ i r,
wystepuja wylacznie symbole prawdy, co oznacza, ze podane zdanie jest tautologia.
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[P alr[p=aq]a=r [p=>r | p=dAla=r) [ (=D Al@=n]= =7 |
0]0]0 i 1 1 i i

001 i i i i i

010 i 0 i 0 i

Tlo0o0 0 i 0 0 i

o1 1 i i i i i

T10]1 0 i i 0 i

T 10 i 0 0 0 i

T1 1 i 1 1 1 i

1.2. Podstawy rachunku kwantyfikatoréw

Podrozdzial ten rozpoczniemy od wprowadzenia pojecia funkcji zdaniowej. Funkcja
zdaniowa (inaczej formula zdaniowa, forma zdaniowa lub predykat) zmiennej = to
wyrazenie, w ktérym wystepuje zmienna z, a ktore staje sie zdaniem logicznym, gdy
w miejsce z podstawimy element pewnego zbioru, ktéry nazywamy dziedzing lub zakresem
zmienno$ci zmiennej . W analogiczny sposob okreslamy funkcje zdaniowe wiekszej liczby
zmiennych. Na przyklad, wyrazenie ,,x jest liczbg dodatnia’ jest funkcjg zdaniows, ktore
po podstawieniu za x dowolnej liczby rzeczywistej wiekszej od zera, np. 5 lub 7, staje sie
zdaniem prawdziwym, a w przeciwnym przypadku staje sie zdaniem falszywym.

Kwantyfikatory sa kolejnym elementem jezyka matematycznego, znacznie rozszerzaja-
cym palete mozliwosci wypowiadanych stwierdzeri. Sa to zwroty umozliwiajace tworzenie
nowych funkeji zdaniowych i zdan logicznych z istniejacych juz funkcji zdaniowych. Dwa
najczesciej stosowane kwantyfikatory to:

e kwantyfikator ogolny, zwany takze duzym lub uniwersalnym. Okreslamy w ten spo-
sob zwroty: ,dla kazdego” ,dla dowolnego” lub ,dla wszystkich”. Do zapisu symbo-
licznego tego kwantyfikatora najczesciej stosuje sie znaki: A lub V.

e kwantyfikator szczegdltowy, zwany rowniez matym lub egzystencjalnym. Okreslamy
w ten sposob zwroty ,istnieje” lub ,dla pewnego”. W zapisie symbolicznym przybiera
on zwykle jedng forme \/ lub 3.

Mozemy takze spotkaé sie w literaturze z zapisem 3! wyrazajacym kwantyfikator: ,istnieje
doktadnie jeden”.

Kwantyfikator zawsze wystepuje wraz ze zmienna, o ktérej moéwimy, ze jest zmienna
zwiazana dzialaniem tego kwantyfikatora. Zmienne wystepujace w funkcji zdaniowej, ktore
nie sg zwiazane dzialaniem kwantyfikatora nazywamy zmiennymi wolnymi. Jesli w funk-
cji zdaniowej nie wystepuja kwantyfikatory, to wszystkie zmienne w niej wystepujace sa
wolne. Jesli w funkcji zdaniowej jest tylko jedna zmienna wolna, to stosujac do tej funkcji
kwantyfikator wiazacy ta zmienna otrzymamy zdanie logiczne. Stosujac kwantyfikator do
funkcji zdaniowej o wiekszej ilosci zmiennych wolnych otrzymujemy nowa funkcje zda-
niowa, lecz o mniejszej ilogci zmiennych wolnych.

Niech ®(z) bedzie formula zdaniowa, w ktorej x jest zmienna wolna. Wowczas:

1. napis /\ ®(x) mozemy przeczytaé¢ na jeden z ponizszych sposobow:
xr
e dla kazdego = zachodzi ®(x),

e dla dowolnego x zachodzi ®(x),

e dla wszystkich x zachodzi ®(z),
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2. napis \/ ®(x) mozemy przeczytaé¢ na jeden z poizszych sposobow:
xr

e istnieje takie x, ze zachodzi ®(x),
e istnieje x, dla ktorego zachodzi ®(z),

e dla pewnego z zachodzi ®(z).

Chceac jawnie zapisaé zakres zmiennosci zmiennej, wygodnie jest zrobié¢ to umieszczajac
odpowiednia informacje przy kwantyfikatorze. Zatem:

e zamiast /\(x € X A ®(x)) zwykle piszemy /\ O(x),
T reX

e zamiast \/(x € X A ®(x)) zwykle piszemy \/ O (z).
T zeX

Przyklad 1.7. Zaprezentujemy kilka zdan logicznych z uzyciem kwantyfikatoréow oraz
odpowiadajacy im zapis symboliczny:

1. Dla kazdej liczby naturalnej n liczba n(n + 1) jest podzielna przez 2:

A 21n(n+1).

neN

2. Istnieje taka liczba catkowita z, ze x + 7 = —3:

\/m+7=—3.

3. Kwadrat kazdej liczby rzeczywistej z przedzialu (—1,1) jest nieujemny i mniejszy
od 1:
N\ 0<a®<1.
z€(—1,1)
4. Suma kwadratéw dwoch dowolnych liczb rzeczywistych jest liczba nieujemna;:

/\ /\x2+y220.

zeR yeR

5. Istnieja takie liczby naturalne a, b, ¢, d, ze a® = c%:

VVV V=

a€NbeN ceNdeN

6. Dla kazdej liczby calkowitej = istnieje taka liczba catkowita y, ze ich suma wynosi 0:

/\ \/:z:+y:O.

TEL YEL
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Zamiast kilku kwantyfikatoréw tego samego typu stojacych obok siebie mozna napisaé¢
jeden:

e zamiast: /\ /\ 22 4+ 9* > 0, mozemy napisac: /\ 22 4+9% >0,

zeR yeR z,yER
: . b__ d . oA b__  d
e zamilast: a- = C, mozemy napisac: a =cCc.
aeNbeN ceNdeN a,b,c,deN

Zaprezentujemy wybrane prawa rachunku kwantyfikatoréw wraz z ich nazwami:

1. prawo przestawienia kwantyfikatoréw ogoélnych:

A N 2@y = N\ A @),

rzeX yey yeY zeX

2. prawo przestawienia kwantyfikatorow szczegdélowych:

V Ve@y =\ \ e@y),

zeX yey yeY zeX

3. prawa de Morgana:

SA\e@) = \/-2@), -\ 0@ = \-2@),

4. prawo przestawienia kwantyfikatora ogolnego ze szczegbélowym:

\/ /\ O(x,y) = /\ \/ O(z,y).

zeX yey yeY zeX

Uwaga 1.8. W punkcie 4 powyzej implikacja w druga strone nie zachodzi. Rozwazmy
zdanie 6 z przyktadu 1.7 (str. 11) :

/\ \/ z+y=0.
rELYEL

Jest to zdanie prawdziwe, gdyz dla kazdej liczby calkowitej x, liczba y = —x, dobrana
indywidualnie do x, spelnia warunek = 4y = 0. Przestawiajac kwantyfikatory otrzymamy
zdanie:

ktore jest falszywe, gdyz nie istnieje liczba catkowita y, ktéra dodana do dowolnej liczby
catkowitej x dawalaby zawsze te sama sume réwna 0.
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1.3. Elementy teorii zbiorow

Zbiér jest pojeciem pierwotnym teorii mnogosci i jest jednoznacznie wyznaczony przez
swoje elementy, to znaczy istnieje doktadnie jeden zbiér ztozony z zadanych elementow.
Rozwazajac zbiory, konieczne jest wskazanie, czy dany element nalezy badz nie nalezy do
danego zbioru. Stuza nam do tego symbole € oraz ¢:

e a € A czytamy ,a jest elementem zbioru A” lub ,,a nalezy do zbioru A”,
e b ¢ A czytamy ,b nie jest elementem zbioru A” lub ,,b nie nalezy do zbioru A”.

Zwyczajowo zbiory oznaczamy wielkimi literami, a ich elementy maltymi literami. Jest
kilka sposob6éw na okreslenie zbioru. Jednym z nich jest wypisanie wszystkich jego ele-
mentéw. Na przyktad zbiér oznaczony jako A ztozony z liczb nieparzystych wiekszych od
0 i mniejszych od 10 prezentuje sie nastepujaco:

A=1{1,3,5,7,9}.

W przypadku zbioréw o duzej liczbie elementow jest to rozwiazanie niepraktyczne. Co wie-
cej, w przypadku zbioréw o nieskoriczonej liczbie elementéw jest to rozwiazanie niemozliwe
do zastosowania. Dlatego duzo lepszym sposobem na okreslenie zbioru jest zbudowanie
funkcji zdaniowej prawdziwej tylko i wytacznie dla jego elementow. W ten sposéb powyz-
szy zbior A mozemy okresli¢ nastepujaco:

A={zeN:z2=2k+1 AN keNy A z>0 A z <10}

lub
A={zeN:x=2k+1 AN keNy A k>0 A k<4}.

Gdybysmy chcieli zdefiniowa¢ zbior B skladajacy sie z liczb nieparzystych z zakresu duzo
wiekszego, na przyklad z zakresu od 0 do 2!°, to wypisanie wszystkich elementéw zbioru
B bytoby bardzo czasochtonne. Pewnym sposobem jest uzycie wielokropka w zapisie wraz
z poczatkowymi i konicowymi elementami zbioru B:

B ={1,3,5,...,1021,1023}.

Jednak nalezy z ostroznoscia stosowaé ten rodzaj zapisu, poniewaz prawidtowy odczyt
elementéw zbioru zalezy w duzej mierze od domy$lnosci czytelnika. Tymczasem, wzorujac
sie na okresleniu zbioru A, otrzymujemy:

B={zeN:x=2k+1 AkeENy A z>0 A z<2'0}

lub
B={zeN:x=2k+1 AN keNg AN k>0 A k<2°—1}.

Zauwazmy, ze istnieje zbior, ktéry nie ma zadnych elementéw. Jest to zbiér pusty,
oznaczany symbolem &, ktory mozemy okresli¢ jako @ = {} lub @ = {x : x # x}.
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Rozwazajac zbiory, czesto konieczne jest okreslenie pewnej relacji pomiedzy dwoma
zbiorami, o czym moéwi ponizsza definicja.

Definicja 1.9. Moéwimy, ze zbiér A jest podzbiorem zbioru B, jesli kazdy element
zbioru A jest takze elementem zbioru B.

Powyzsze pojecie zapisujemy A C B i czytamy ,zbiér A jest podzbiorem zbioru B”
lub ,zbior A zawiera si¢ w zbiorze B” lub ,zbior B zawiera zbior A”. Mozemy je takze

zilustrowacé:
Ok

Jezeli A C Bi B C A, to oczywiscie A = B. Ponadto pojecie podzbioru mozemy
takze zapisaé symbolicznie:

ACB < N(@ecA=zeB).
z€A

Przyklad 1.10. Konkretny przyktad, w ktorym A C B, to zbiory A i B okreslone na
poczatku podrozdziatu 1.3 (str. 13).

Rozwazajac pojecie podzbioru, nalezy wspomnieé o zbiorze potegowym.

Definicja 1.11. Rodzine wszystkich podzbioréow zbioru X nazywamy zbiorem pote-
gowym zbioru X i oznaczamy P(X) lub 2.

Pojecie zbioru potegowego mozna krotko podsumowaé zapisem:
AeP(X) < ACX.

Przyktad 1.12. Dla zbioru X = {a,b, ¢}, zbiér potegowy X ma postaé
P(X) ={9,{a}, {b},{c}, {a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}.

Zauwazmy, ze | X| = 3 oraz |[P(X)| = 23 = 8. Zachecamy czytelnika do samodzielnego
eksperymentalnego zbadania, czy w przypadku zbioru czteroelementowego jego zbiér po-
tegowy bedzie mial 24 = 16 elementow. Jaki jest wzor ogolny na liczbe elementéw zbioru
potegowego? Warto porownaé ten przyklad z zadaniem 3.24 (str. 67).

Kolejnym krokiem jest omowienie operacji, ktére mozna wykonaé na zbiorach.

Definicja 1.13. Suma (mnogosciowa) zbioré6w A i B, oznaczana A U B, to zbioér
elementow, ktore nalezg do zbioru A lub zbioru B:

r€AUB <— x€ AVze B.



Elementy teorii zbioréw 15

Definicja 1.14. Przekroj (cze$é wspolna) zbiorow A i B, oznaczana A N B, to zbior
elementéw, ktore naleza do zbioru A i zbioru B:

r€ANB < rvc€ ANz € B,

Zbiory A i B nazywamy rozlacznymi jesli AN B = @.

Definicja 1.15. Roéznica zbioréw A i B, oznaczana A\ B, to zbior elementow, ktore
nalezg do zbioru A i nie nalezg do zbioru B:

r€A\B < z€ ANz ¢ B,

Przyktad 1.16. Jesli A = {a,b,¢,d} i B = {c,d,e, f}, to:
AUB={a,bc,de,f}, A\B={ab}, ANB={cd}, B\A={e [}

Jesli wszystkie rozwazane zbiory sg podzbiorami pewnego zbioru €2, ktory to zbior
nazywamy przestrzenig lub uniwersum, mozemy méwié¢ o dopelnieniach zbioréw.

Definicja 1.17. Jesli A C Q, to dopelnieniem zbioru A w ) nazywamy zbiér Q \ A.

Zazwyczaj dopehienie zbioru A oznaczamy A’ i mozemy je zilustrowaé nastepujgco:

Q

Przyktad 1.18. Niech Q = {a,b,c,d,e, f,g9,h}, A = {a,b,¢,d} oraz B = {c,d,e, [}.
Woéwczas:
A" ={e, f,g,h}, B’ ={a,b,g,h}.

Zaprezentujemy wybrane prawa rachunku zbioréw wraz z ich nazwami:

1. prawo podwdjnego dopelnienia:

(A/)/ = A,
2. prawa lacznosci sumy i przekroju:

(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NnC=AN(BNCOC),
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3. prawa przemiennosci sumy i przekroju:

AUB=BUA, ANB=BnNA,

4. prawa rozdzielnosci przekroju wzgledem sumy i sumy wzgledem przekroju:

(AUB)NC =(ANC)U(BNC), (ANB)UC =(AUC)N(BUC),

5. prawa de Morgana:
(AnB) =A'"UB', (AuB) =A'NnAB.

Zauwazmy, ze prawa de Morgana pojawily sie trzykrotnie: w klasycznym rachunku zdan,
w rachunku kwantyfikatorow oraz w rachunku zbioréw.
Ostatnim pojeciem w tym podrozdziale jest iloczyn kartezjariski.

Definicja 1.19. Iloczynem kartezjariskim niepustych zbioréw A i B nazywamy zbior:
Ax B={(a,b):a€ Abe B}.

Iloczyn kartezjariski dwoch zbioréw jest zatem zbiorem wszystkich takich par — ciagéw
dwuelementowych — w ktorych pierwszy element pary nalezy do pierwszego zbioru, zas
drugi element pary jest elementem drugiego z tych zbiorow.

Bez trudu mozemy pojecie iloczynu kartezjanskiego uogélni¢ na dowolng skornczong
liczbe zbiordw:

Ay x - x Ay ={(a1, ...,a,) 1 a; € Aj,i € {1, ...,n}}, neN.
Przyktad 1.20.
1. Dla zbiorow A = {1,4,5} oraz B = {2,3} mamy
Ax B=1{(1,2),(1,3),(4,2),(4,3),(5,2),(5,3)}.

2. Jesli A={3,7}, B=1{7,9}, to:
AxB={(3,7),(3,9),(7,7),(7,9)}

3. Dla A= {2,6}, B={w,z}, C ={«a,} mamy

Ax Bx(C=
= {(2,w,a), (2,w,B),(2,2,a),(2,2,8), (6,w,a), (6,w, B), (6, 2,a), (G,Z,ﬂ)}.

Zachecamy czytelnika, do zastanowienia sie nad zaleznoscia laczaca liczbe elementéow
iloczynu kartezjanskiego oraz liczebno$ci zbioréw tworzacych ten iloczyn. Do zagadnienia
tego wrécimy w podrozdziale 3.3, str. 59.

Uwaga 1.21.

1. W przypadku okreslania zbioréw zawsze uzywamy nawiasow klamrowych. Ponadto,
kazdy element zbioru ,wystepuje” w nim doktadnie jeden raz, co oznacza, ze zbior
{a,a,b,c,c,c} jest identyczny ze zbiorem {a, b, c}. Kolejnosé, w jakiej wymieniamy
elementy zbioru, réwniez nie ma znaczenia, wiec ten sam zbiér mozna takze zapisaé
jako {b,c,a}.

2. Elementy iloczynu kartezjanskiego — ciagi — zapisujemy uzywajac nawiasé6w okra-
glych. Nalezy przy tym zwréci¢ uwage na kolejno$é¢ wyrazéw ciagu, poniewaz jesli
a # b, to (a,b) # (b,a). W konsekwencji tego iloczyn kartezjanski nie jest prze-
mienny: jesli A # B, to A x B # B x A.
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1.4. Elementy teorii relacji

Badanie relacji pomiedzy obiektami, zjawiskami i pojeciami jest kwintesencja nauki.
Nie inaczej jest w matematyce. Czesto jednakze uzywamy samego terminu ,relacja”’ nie
zastanawiajac sie glebiej nad znaczeniem tego stowa. Choéby w tym podreczniku, w aka-
picie tuz przed definicja 1.9 (str. 14) uzyliémy okreslenia ,relacji pomiedzy dwoma zbio-
rami” (taki przypadek omowimy dokladnie w przykladzie 1.31, str. 19). Poza matematyka
rozwaza sie roznorodne relacje, choé¢ samo pojecie relacji pozostaje zazwyczaj niesforma-
lizowane. Pod tym wzgledem matematyka rézni sie od innych dziedzin, gdyz musi opieraé
sie na precyzyjnych pojeciach i formalnych definicjach.

Definicja 1.22. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Dowolny podzbiér R C X x X
nazywamy relacja dwuargumentowg (binarna) w zbiorze X.

Mowiac inaczej, relacja w zbiorze X to podzbioér iloczynu kartezjariskiego X x X.
Jedli (z,y) € R, to mowimy, ze element = jest w relacji R z elementem y, co bedziemy
zapisywa¢ xRy lub R(x,y).

Przyktad 1.23. Niech X = {1,2,5,8}. W zbiorze X mozemy okresli¢ wiele relacji na
rézne sposoby.

1. Mozemy wymieni¢ wszystkie elementy relacji:
Ry = {(1’ 5)7 (87 5)’ (2a 5)7 (Sa 2)7 (87 8)}

2. Mozemy okresli¢ relacje, podajac funkcje zdaniowa prawdziwa tylko i wylacznie dla
jej elementow:

Ry = {(a,b) € X x X : a+ b jest liczba nieparzysta},

co oczywiscie jest wygodne w przypadku, gdy zbiér X ma duzo elementéw. W na-
szym przykltadzie X ma tylko 4 elementy, wiec mozemy pozwoli¢ sobie na wypisanie
wszystkich elementéw relacji Ro:

Ry ={(1,2),(2,1),(1,8),(8,1),(2,5),(5,2),(5,8),(8,5)}.

3. Mozemy okresli¢, ktore elementy zbioru X sa ze soba w relacji, podajac po pra-
wej stronie rownowaznosci funkcje zdaniows prawdziwa dla elementéw bedacych
w relacji:

Rs(a,b) <= a|b dlaa,be X.

Zdefiniowana powyzej relacje tworzg nastepujace pary:
R; = {(17 1)a (17 2)7 (1, 5)7 (17 8)’ (27 2)a (27 8)7 (5a 5), (87 8)}

Sposrod wielu interesujacych wlasnosci jakie moga mieé relacje najwazniejszymi sa:
zwrotnosé, symetria, antysymetria i przechodnio$é. Pozwola nam one na okreslenie dwoch
niezwykle waznych typow relacji: czeSciowych porzadkéw i relacji réwnowaznosci.
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Definicja 1.24. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Moéwimy, ze relacja R w zbio-
rze X jest:

1. zwrotna, jezeli /\ Rz,
zeX

2. symetryczna, jezeli /\ rRy = yRx,
z,yeX

3. przechodnia, jezeli /\ zRy ANyRz = xRz,
z,y,z€X

4. antysymetryczna, jezeli /\ Ry NyRx = x =y.
z,yeX

Definicja 1.25. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Mowimy, ze relacja R w zbio-
rze X jest relacjg rownowaznosci, jesli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

7 relacja réwnowaznosci nierozerwalnie zwiazane jest pojecie klasy abstrakcji, czyli
zbioru tych wszystkich elementow, z ktorymi dany element jest w relacji.

Definicja 1.26. Niech R bedzie relacja réwnowaznosci w niepustym zbiorze X oraz
x € X. Zbior
[z]r = {y € X : xRy}

nazywamy klasg abstrakcji elementu z.

Uwaga 1.27. Zbior [z]r jest zawsze niepusty, gdyz ze wzgledu na zwrotnosé relacji R
mamy x € [z]r. Nietrudno takze zauwazyé, ze jesli dwa elementy s ze soba w relacji, to
ich klasy abstrakcji sa rowne. Jesli zas dwa elementy nie sa ze sobg w relacji, to ich klasy
abstrakcji sa roztaczne.

Przyklad 1.28. Zbadajmy nastepujaca relacje w zbiorze Z:
R={(a,b) €ZXZ:5|(a—D)}.
Relacja R jest:
1. zwrotna, poniewaz dla dowolnego a € Z mamy:
5|0 = 5|(a—a) = aRa.
2. symetryczna, poniewaz dla dowolnych a,b € Z mamy:
aRb = 5|(a—b) = 5|[-(a=b)] = 5|(b—a) = bRa.
3. przechodnia, poniewaz dla dowolnych a,b,c € Z, jesli aRb A bRc, czyli 5 | (a — b)
oraz 5 | (b—¢), to a —b = 5k oraz b — ¢ = 5l dla pewnych k,l € Z. Zatem
a—c=(a—b)+ (b—c)=5k+5l=5(k+1), astad:

5|(a—c¢) = aRe.

Rozwazania te uzasadniaja, ze relacja R jest relacja rownowaznosci.
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Sprawdzmy, jak wyglada klasa abstrakcji [0] g. Szukamy takich liczb catkowitych b, ze
51| (0 — b). Zauwazmy, ze:

5[(0—b) = 5](=b) = 5]b.

Zatem do klasy abstrakeji [0] g naleza wszystkie liczby calkowite podzielne przez 5.

Zbadajmy teraz, jakie elementy naleza do klasy abstrakcji [1]z. Szukamy takich liczb
catkowitych b, dla ktorych 5 | (1 — b), co oznacza 1 — b = 5k dla pewnego k € Z. Stad
b=1-5k = 1+5(—k), a zatem do klasy abstrakcji [1] g naleza wszystkie liczby calkowite,
ktore przy dzieleniu przez 5 daja reszte 1.

Analogiczne rozwazania mozemy przeprowadzi¢ dla [2|g, [3|r 1 [4]r. Zauwazmy, ze
5 € [0]g, 6 € [1]Rr, 7 € [2]R, itd., co prowadzi do wniosku, ze kazda liczba calkowita nalezy
do jednej z 5 klas abstrakcji, ktore wyznaczone sa przez reszty z dzielenia przez 5:

0]z ={...,—10,-5,0,5,10,15, ...},
Mr={...,—9,-4,1,6,11,16, ...},
2r={...,—8,-3,2,7,12,17, ... },
Blr={...,—-7,-2,3,8,13,18, ...},
[4g={...,—6,-1,4,9,14,19, ... }.

Definicja 1.29. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Méwimy, ze relacja R w zbiorze X
jest relacja czesSciowego porzadku (jest czesciowym porzadkiem), jesli jest zwrotna,
przechodnia i antysymetryczna.

Przyktad 1.30. Relacja R z przykladu 1.28 (str. 18) nie jest relacja czesciowego po-
rzadku, poniewaz nie jest antysymetryczna. Mozna wskazaé takie a,b € Z, ze 5 | (a — b)
oraz 5 | (b —a), ale a # b. Na przyklad a = 12, b = 27.

Przyktad 1.31. Niech Z bedzie takim zbiorem, ze |Z| > 2. Zbadajmy relacje zawierania
zbiorow, czyli relacje R w zbiorze potegowym P(Z) postaci:

R(K,L) <= KCL dlaK,LeP(Z).

Relacja ta jest:

1. zwrotna, poniewaz dla dowolnego K € P(Z) mamy

KCK = R(K,K).
2. przechodnia, poniewaz dla dowolnych K, L, M € P(Z) mamy
R(K,L)ANR(L,M) = KCLALCM = KCM = R(K,M).
3. antysymetryczna, poniewaz dla dowolnych K, L € P(Z) mamy:
R(K,L)ANR(L,K) = KCLALCK = K=1L.

Rozwazania te uzasadniaja, ze R jest relacja czeSciowego porzadku. Relacja zawierania

nie jest relacja rownowazno$ci, poniewaz nie jest symetryczna: na przykltad przyjmujac
K = @, a za L biorac dowolny niepusty podzbiér Z, mamy K C L, ale L € K.



Notacja dla sum i iloczynow 20

W relacji czesciowego porzadku mozemy mieé do czynienia z sytuacja, w ktorej wiele
elementéw jest ze soba nieporéwnywalnych, to znaczy zaré6wno x nie jest w relacji z y, jak
i y nie jest w relacji z x. Jesli zazadamy, by sytuacja taka nie miata miejsca, to znaczy,
aby dowolne dwa elementy byly ze soba poréwnywalne, otrzymamy porzadek liniowy.

Definicja 1.32. Moéwimy, ze relacja R w niepustym zbiorze X jest relacja liniowego
porzadku, jesli jest relacja czeSciowego porzadku oraz:

/\ rRyV yRzx.
z,yeX

Przyktad 1.33. Relacja z przykladu 1.31 (str. 19) nie jest relacja liniowego porzadku.
Zbior Z ma co najmniej dwa elementy, wiec wezmy takie z1, zo € Z, ze 21 # z3. Oczywiscie

{21}, {22} € P(2), ale {z1} £ {2} Az} € {1}
Przyklad 1.34. Niech X = R. Rozwazmy nastepujaca relacje:
R={(z,y) e RxR:z <y}

Czytelnik bez trudu moze sprawdzié¢, ze jest to relacja czesciowego porzadku. Jest to takze
relacja liniowego porzadku, poniewaz dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y € R mamy
z <yluby <.

1.5. Notacja dla sum i iloczynéw

Aby w zwarty sposob przedstawi¢ sume wielu sktadnikow, uzywamy symbolu sumo-
wania, ktorym jest wielka litera ¥ (sigma). Pod i nad tym symbolem (lub w dolnym i
gornym indeksie) informujemy o zakresie sumowania:

n
dar=a1+ay+ -+ a1+ an.
k=1

Alternatywny zapis powyzszej sumy moze mie¢ postac:

n
Ya= Y w- Y a
k=1 ke{l1,2,...,n} 1<k<n

Podobnie, aby w zwarty sposob przedstawié¢ iloczyn wielu czynnikéw, uzywamy symbolu
mnozenia IT (pi):

n
Hak:al.aa...a,n_l.an.
k=1

Mozna réwniez powyzszy iloczyn zapisa¢ w postaci:

n
Moo= I o= 1 o
k=1

ke{1,2,...,n} 1<k<n
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Podstawowe wtasnosci uzyteczne przy korzystaniu z symbolu sumowania sa nastepu-

jace:

1. i)\ak:)\iak, A ER,
k=1 k=1

4. Zak—i— Z

k=n-+1

ZDIPIUTED DY I

k=1 j=1 j=1k=1

6. Zak Zb —ZZ aibj)

k=1 j=1

ap = E g,
k=1

T n

-3 Sty

j=1k=1

Podstawowe wlasnosci symbolu mnozenia sa nastepujace:

2. ﬁak-ku:ﬁ(ak~bk), ﬁak+ﬁbk:ﬁ(ak+bk),

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n—+t
8. [Larn= 11 s
k=1 k=14t
n m m
Lo IT o=
k=1 k=n+1 k=1
n T T n
5. [L 1T acs =TT 1T axs
k=1j=1 j=1k=1

Mozna latwo zauwazyé, ze prawa sumowania od 1 do 5

istnieja w analogicznej wersji

dla mnozenia. Jednak prawo sumowania nr 6 nie ma swojego odpowiednika dla mnozenia.

Przyjrzyjmy sie temu blizej i zapiszmy to prawo dlan =21ir = 2:

2 2
Zak . ij = (a1 + ag) . (b1 + bg) = a1b; + a1by + asby + asby =

Z Z(akbj)

k=1j=1
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Gdyby dla mnozenia analogiczne prawo zachodzilo, jego strona lewa i prawa wygla-
datyby nastepujaco i bytyby odpowiednio réwne:

2 2
L:Hak—FHbj:(al-az)-i-(bbe),

P HH aker a1+b1) (a1+b2)~(a2+b1)~(a2+b2).
k=1j=1

Ale rownosé L = P jest falszywa, poniewaz w zbiorze liczb rzeczywistych nie zachodzi
rozdzielnosé dodawania wzgledem mnozenia. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy wziac
a1:a2:b1:b2:1.

Przyktlad 1.35. Rozwiimy ponizsze wyrazenia:

5

1. Zak:a1+a2+a3+a4+a5a
k=1

2. JJ(be+2) = (b1 +2) - (b2 +2) - (b3 +2) - (bs +2),

=
=

6

3. ) Tep =Tes + Teq + Tes + Teg,
k=3

4
o ] di =3,

3

4
E ek = E (eg2 + ex3 +€ra) = €12+ €13+ €14+ €22+ €23+ €24 +
j=2 k=1

o
=
M- 1
i

e
Il
-

+e32+e33+es3q,

(1) fr=fo— fs+ fa— f5.

e

E
[|
N

1.6. Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna jest metoda dowodzenia twierdzen o liczbach naturalnych.
W podstawowej wersji polega ona na zastosowaniu ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 1.36. Niech T'(n) bedzie zdaniem logicznym dla n € N. Jesli:
1. zdanie T'(1) jest prawdziwe,

2. dla kazdego k € N, z tego, ze zdanie T(k) jest prawdziwe wynika, iz zdanie T (k + 1)
takze jest prawdziwe,

to wtedy zdanie T'(n) jest prawdziwe dla kazdego n € N.

Pierwszy warunek nazywamy baza indukcji. Drugi warunek nazywany krokiem
indukcyjnym polega na tym, by korzystajac z zalozenia indukcyjnego wykazaé teze
indukcyjna.
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Przyklad 1.37. Korzystajac z indukcji matematycznej, wykazemy, ze 6 | (n® — n) dla
n € N.

1. Baza indukcji: Dla n = 1 mamy n® —n = 12> — 1 = 0, a zdanie 6 | 0 jest prawdziwe.
2. Krok indukcyjny. Ustalmy dowolne k£ € N.
e Zalozenie indukcyjne: 6 | (k3 — k).
e Teza indukcyjna: 6 | ((k + 1) — (k + 1)).
Mamy
(k+1)°—(k+1) =k +3k>+3k+1—-k—1=
= (k* — k) + (3k* + 3k) =
= (k* — k) + 3k(k + 1).

Wyrazenie k3 — k jest podzielne przez 6 z zalozenia indukcyjnego. Sktadnikami ilo-
czynu 3k(k + 1) sa dwie kolejne liczby naturalne: n i n + 1, wiec jedna z nich jest
parzysta, a zatem iloczyn rowniez jest parzysty. Ponadto iloczyn ten jest wielokrot-
noscia liczby 3, wiec jest podzielny przez 6. Stad (k+1)3 — (k + 1) jako suma liczb
podzielnych przez 6, réwniez dzieli sie przez 6, co koniczy dowdd tezy indukcyjne;j.

Na mocy twierdzenia 1.36 (str. 22): 6|(n® — n) dla kazdego n € N.

Przyktad 1.38. Wykazemy, ze 6 | (10" + 4™ — 2) dla n € N, korzystajac z indukcji ma-
tematyczne;j.

1. Baza indukcji: Dla n = 1 mamy 10" +4" —2 = 10" + 4! — 2 = 12 oraz 6 | 12, zatem
stwierdzenie 6 | (10! + 41 — 2) jest prawdziwe.

2. Krok indukcyjny. Ustalmy dowolne k£ € N.
e Zalozenie indukcyjne: 6 | (10F + 4% — 2).
e Teza indukcyjna: 6 | (10%+! 4 4%+ — 92).
Mamy
107 4451 —2=10-10" +4-4F —2 =
=10- (10F +4% —2) + (18 — 6 - 4%) =
=10-(10% + 4% — 2) 4 6(3 — 4%).

Pierwszy sktadnik powyzszej sumy jest podzielny przez 6 z zatozenia indukcyjnego,
drugi jest wielokrotnoscia 6, wiec cala suma réwniez dzieli sie przez 6.

Na mocy twierdzenia 1.36 (str. 22): 6|(10™ + 4™ — 2) dla kazdego n € N.
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1.7. Funkcje calkowitoliczbowe

W matematyce dyskretnej lubimy pracowaé z liczbami catkowitymi, wiec przydaja sie
funkcje, ktore zaokraglaja liczby rzeczywiste do liczb catkowitych:

1. |z] — najwieksza liczba catkowita mniejsza lub réwna z, nazywana podloga, za-
okragla liczby rzeczywiste w dot,

2. [z] — najmniejsza liczba calkowita wieksza lub réwna x, nazywana sufitem, za-
okragla liczby rzeczywiste w gore.

Z podloga jest zwigzana rowniez cze$¢é ulamkowa liczby, ktorg definiujemy wzorem:

() =z —[z].

Podstawowe wtasnosci funkcji podtoga i sufit sa nastepujace:

l. ] =c<=c<z<c+], 3. [zl =c<=c-1<z<q,

2. |z]=c<=zx—-1<c<ux 4 [z]=c<=z<c<z+1.

Jest réwniez wiele dodatkowych wtasnosci, ktére warto znaé:

lL.z—1<|z]<z< [zl <z+1, 7. |lx+k]=|z|+k<= ke,
2. 0<(z) <1, 8. [x+kl=[z]+k <= kel
3. || =[z] =2z <=z €Z, 9. s <k« |z|<k, keZ,
4. Jz]l—|z]=1<=2¢Z, 10. k <z <= k< [z], k€Z,
5 |—z] = —x], 11. 2 < k< [z] <k, k€Z,
6. [—z]=—|x], 12. k<<= k< |z], keZ.

Przyktad 1.39. Obliczymy warto$¢ wyrazenia:
L[571—| - <777> + {78731 - <*9a6> : L*235JJ = L6 -0,7-8-04- (*3” = L7175J = -2

Przyklad 1.40. Policzmy, ile jest liczb calkowitych w przedziale [—55,45] podzielnych
przez 6. Dzielimy przedzial [—55,45] na czesci: [—55,—1], (—1,1), [1,45]. Wprowadzmy
robocze oznaczenie d(A) na ilos¢ liczb podzielnych przez 6 w zbiorze A. Zauwazmy, zZe
d([1,z]) = d([-=,—1]) = |z/6] dla dowolnego = € R. Mamy zatem:
d([—55,45]) = d([-55, —=1]) + d((—1,1)) + d([1,45]) = d([1,55]) + 1 + d([1,45]) =
55 45

|2 414 |2 =9+1+7=1T7.
M+ +M 941+7=17

Sprawdzmy otrzymany wynik wypisujac wszystkie te liczby:

—54,—48, —42, —36, —30, —24, —18, —12, —6,0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42.
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1.8. Zadania

Zadanie 1.1. Wskaz, ktére z nastepujacych zdar sa zdaniami logicznymi:

a) 2+ 2=10. h) Ile jest kontynentow na Ziemi?
b) Nie jedz tyle hamburgerow! i) Wszystkie rekiny sa roslinozerne.
c) Istnieje taka wartosé z, ze i) Krakow byt stolica Polski.

22 -2 +9=0.
k) Kazdy czworokat jest wypukly.

d) Kto jest prezydentem Francji?

e) |5 = —5. 1) Jaki jest najwyzszy szczyt w Alpach?
f) Liczba 7 jest wymierna. m) 3> 7.

¢) Uwazaj! n) Na dnie Pacyfiku zyja wirusy.

Zadanie 1.2. Wyznacz wartos¢ logiczna ponizszych formul, przyjmujac nastepujace war-
tosci zmiennych zdaniowych p=1,¢ =0,r = 1:

a) [(pVa)Ar] & (pA—g), d) [(pVeg)= V9] e(-pVy),
b) [(peqVp=r)]=(-Ap), e) [(pVa)A-pl =g
c) [(p=q) A-r] = —p, f) [(p=qA(g=7r)]=(rVae).

Zadanie 1.3. Okresl wartosci logiczne nastepujacych zdan:

a) Nieprawda, ze 3+4 =9.

o

) Jezeli24+2=4,t02+4=28.
c) Jezeli2+2=5,t02+4=6.
d) Jezeli 2 +2 =4, to 2 +4 = 6.
) Jezeli24+2=5,t02+4=28.

)

—

) Jedli Ziemia ma ksztalt stozka, to Bolestaw Chrobry byl pierwszym krolem Polski.

) Jesli Washington byl pierwszym prezydentem Stanéw Zjednoczonych, to 3 + 3 = 8.

o

h) W Polsce uprawia si¢ kawe lub kakao.

i) (1422 #(-1-2)2 v —05> —1.

J
k

)
) (15]45 Vv 5[45) < [(2< —1) = (4* = (—4)?)].

) [(2+3)2=25 <= (2+3)2>1] A [(2:2=4) < (3-5=10)].
)

1) Stoiice jest gwiazda wtedy i tylko wtedy, gdy Ziemia ma trzy ksiezyce.
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Zadanie 1.4. Sprawdz, czy podane formuty sg tautologiami:

a) [(pe g V(EpAgl= (pVa), d) [(pveg =rlelp=qVig=r),
b) [(pV —q) = ~q] A (p < q), e) PAQ)VI(—pAq)V (—pA—q)],
c) pA(gvr)]elpAg VpAr), f) (((pAq) = r)A(pVq) = —r) = (pAgAT).

Zadanie 1.5. Utworz zaprzeczenia nastepujacych zdan, korzystajac z odpowiednich praw
(str. 8):

a) Marek spedzil wakacje w Grecji lub Hiszpanii.

b) Beata uczy sie jezyka francuskiego i angielskiego.
c¢) Jesli Adam jest studentem, to nie pracuje.

d) 7 jest liczba naturalna lub pierwsza.

e) 2 jest liczba parzyste lub 5 jest dzielnikiem 8.

f) 3 nie jest liczba zlozona i 9 nie jest liczba parzyste.
g) Pingwiny nie lataja i ston jest wiekszy od kozy.

h) Jesli $nieg jest bialy, to trawa jest rozowa.

Zadanie 1.6. Okresl wartosci logiczne nastepujacych zdan:

a) /\|ac|—i—1>07 d) /\ /\(ab)":a”b", g) \/x>5\/x<3,

zEeR a,beR neN TE€Z

b) /\sin2m+cos2x:1, e) /\ \/:E+y>0, h) \/:c>5/\x<3,
z€R zeR yeR TEZ

o) \/a?—z+1=0, H\V ANz+y>0, ) \Ve>7rz<s.
z€R yERzeR zeN

Zadanie 1.7. Ocen wartos¢ logiczng podanych zdan i zapisz je, uzywajac kwantyfikato-
réw i symboli matematycznych:

a) Kazda liczba naturalna jest nieujemna.
Istnieje taka liczba rzeczywista x, ze x +5 = 12.
Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej powiekszony o 1 jest liczba dodatnig.

Istnieje liczba calkowita, ktorej trzecia potega jest liczba ujemna.

)
)
)

e) Dla dowolnej liczby rzeczywistej istnieje liczba catkowita od niej mniejsza.
) Istnieje liczba rzeczywista, ktora jest nie wieksza od dowolnej liczby naturalnej.
) Istnieje liczba catkowita, ktora jest nie wieksza od dowolnej liczby rzeczywiste;j.
)

Dla dowolnej liczby rzeczywistej x istnieje taka liczba rzeczywista y, ze © — y jest
ujemna.
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Zadanie 1.8. Utworz zaprzeczenia nastepujacych zdan, korzystajac z odpowiednich praw
(str. 12) :

a) Wszyscy studenci zdali egzamin z matematyki dyskretnej.

b) Istnieje cztowiek, ktory zna swoja przysztosé.

¢) Kazda liczba rzeczywista jest dodatnia lub kazda liczba rzeczywista jest ujemna.
d) Istnieje liczba naturalna, ktora jest nieparzysta i podzielna przez 10.

e) Wszystkie prostokaty sa kwadratami.

f) Istnieje liczba naturalna podzielna przez 3 i kazda liczba catkowita jest nieujemna.

Zadanie 1.9. Wypisz elementy ponizszych zbioréw:

a) A={zxeZ:—-4<x <3}, d) D={xeN:zx=2kANke€eZNx <8},
b) B={zeN:(x+3)(z—2) =0}, e) E={reN:z|12},
c) C={zeR:|z| =3}, Yy F={ze€Z:4|xz N =T<xz <4}

Zadanie 1.10. Podaj wszystkie elementy zbioru potegowego P(X), gdy:

a) X ={k,1}, ¢) X = {kot, koni, okonn}, e) X = {{z,4},{y,7}},
b) X = {{a,b},3}, d) X ={q,8,C, 6}, f) X = {{K,{L,M}},a}.

Zadanie 1.11. Wyznacz zbiory AU B, AN B, A\ B oraz B\ A, jesli:
a) A={a,b,c}, B={cd},

b) A={-2,-1,0,1,5}, B={1,3,5,8),

c) A={5,7,9,11}, B={7,9},

d) A={-1,-2,-3}, B={1,2,3},

e) A={xeN:2<9}, B={xeN:z >3}

Zadanie 1.12. Niech zbior Q = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} bedzie przestrzenia. Wyznacz
zbiory A', B', AU B’, (AUB)', AAnNB’, (AN BY, jesli:

a) A={x € Q:xjest liczba pierwsza}, B={zx € Q:2 =2k N k €N},
b) A={x€Q:2|8}, B={x€Q:2]|z},
c) A={xe€Q:3 |z}, B={xe€Q:2=2k+1 A ke Ny}
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Zadanie 1.13. Dane sa zbiory:

A=1{1,2,3}, B=1{3,4}, C={5}, D=A{w,z}, E={w,x,y,z}.
Wyznacz iloczyny kartezjanskie:
a) Ax B, ¢) B x B, e) BxC x B, g) ExD,

b) B x A, d) Ax BxC, f) D x B, h) C x E.

Zadanie 1.14. Zweryfikuj, czy podana relacja jest relacja zwrotna, symetryczng, anty-
symetryczna lub przechodnia:

a) X =N, R, ={(a,b) e NxN:a]|b},

b) X =7, Rs={(a,b) €ZxZ:a|b},

c) X=N, R ={(z,y) e NxN:z <y},

d) X =N, Ry={(z,y) e NxN:z <y},

) X=R, Ry={(z,y) eRxR:z <y},

f) X =N, Ry={(z,y) e NxN:2 <y},

g) X=R, Rs={(z,y) eRxR:z<y?},

h) X =2, R={(a,b) €ZxZ:3|(a—D0)},

) X=2, R={(a,b) €ZxZ:7]|(a—b)},

i) X=RxR, R={((z1,11),(x2,92)) € RxR) x (RxR):z; <za Aty <ys},
k) X =P({a,b,c}), T={(K,L) € P({a,b,c}) x P({a,b,c}): K C L},
1) X - zbior punktow na plaszczyznie Oxy,

H = {(a,b) € X x X : odlegtos¢ punktu a od poczatku ukladu jest rowna
odleglosci punktu b od poczatku uktadu},

m) X — zbior wszystkich panstw,
G ={(z,y) € X x X : pafistwo z ma granice ladowa z painstwem y},

n) X - zbior stow w stowniku jezyka polskiego,
S1 ={(z,y) € X x X : stowo £ ma co najmniej jedna wspolna litere ze stowem y},

0) X — zbior stow w stowniku jezyka polskiego,
Sy = {(z,y) € X x X : stowo z ma tyle samo liter co stowo y},

p) X — zbior stow w stowniku jezyka polskiego,
S3 = {(z,y) € X x X : stowo z rozpoczyna sie na te samg litere co stowo y},

q) X — zbior stow w stowniku jezyka polskiego,
Sy ={(z,y) € X x X : stowo z zajmuje wczesniejszg lub te sama pozycje
w porzadku leksykograficznym co stowo y},

r) X — zbior prostych na plaszczyznie,
K, ={(z,y) € X x X : prosta z jest rownolegla do prostej y},
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s) X — zbior prostych na plaszczyznie,
K5 ={(a,b) € X x X : prosta a jest prostopadta do prostej b},

t) X — zbior obywateli Polski zyjacych w dniu 1 stycznia 2024 r. o godz. 00:01,
Py ={(k,]) € X x X : osoba k jest przodkiem osoby I},

u) X - zbior obywateli Polski zyjacych w dniu 1 stycznia 2024 r. o godz. 00:01,
Py, = {(k,l) € X x X : osoba k jest rodzicem osoby [},

v) X — zbior obywateli Polski zyjacych w dniu 1 stycznia 2024 r. o godz. 00:01,
P; = {(k,]) € X x X : osoba k jest dzieckiem osoby [},

w) X — zbior obywateli Polski zyjacych w dniu 1 stycznia 2024 r. o godz. 00:01,
Py = {(k,l) € X x X : osoba k jest me¢zem lub zona osoby [},

x) X — zbior obywateli Polski zyjacych w dniu 1 stycznia 2024 r. o godz. 00:01,
Ps = {(k,l) € X x X : osoba k ma co najmniej jednego wspolnego rodzica z osoba [},

y) X — zbior obywateli Polski zyjacych w dniu 1 stycznia 2024 r. o godz. 00:01,
Ps = {(k,]) € X x X : osoba k ma tych samych rodzicéw co osoba },

z) X — zbior obywateli Polski zyjacych w dniu 1 stycznia 2024 r. o godz. 00:01,
L ={(k,]) € X x X : osoba k urodzila sie w tym samym miesigcu co osoba {}.

Zadanie 1.15. Wskaz, ktore relacje z zadania 1.14 sa relacjami:
a) rownowaznosci; wyznacz dla nich klasy abstrakeji,

b) czesciowego porzadku,

¢) liniowego porzadku.

Zadanie 1.16. Wypisz wszystkie elementy ponizszych sum i iloczynow:

> 3 . i g) Z aibja . !
a) y a?, d) > (-1)idies, s D) T (e + d),
i=1 i=1 k=2
7 5 6
h) a;b; k) H € j
b 4b;, ) % 1,59
) H ! e) Z Z Fiks 1<;<4 ii>1
J=3 j=2 k=3 - i+j=5
6
C) Z Ck+1, f) Gm2, 1) Z a’ibj, 1) Z (fm + 4)
k=2 0<m<4 1<i<j<4 5<m<8
Zadanie 1.17. Zapisz przy pomocy notacji sumowej lub iloczynowej ponizsze wyrazenia:
a) 1+2+3+4+--- 417, e) 2-4-6-8---26,
b) 1+2+4+8+---+512, f)l,i_i”_i
5 15 25 85’
18421424427+ --- 445,
€) 18+21+24+27+- -+ g) ~14+2-3+4—5+--—17,

111 1
d) I+ o+t oo+t

39 27 6561 h) 1-24+3—-44+5—---+17.
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Zadanie 1.18. Wykaz, ze dla kazdego n naturalnego:

a) 3| (n®+2n), c) 6] (n®—n), e) 6| (n®+ 3n2 + 2n),

b) 3| (n®—3n%+2n-3), d) 6| (n®+12n), f) 9| (n?

Zadanie 1.19. Wykaz, ze dla kazdego n naturalnego:

+(n+1)3+(n+2)3).

a) 4 | (55n+3 + 3), C) 8 | (52n+1 _’_3)7 e) 11 ‘ (26n+1 +32n+2)7
b) 7 | (2n+2 _|_32n+1)7 d) 10 | (34n+2 + 1), f) 14 ‘ (34n+2 + 52n+1).

Zadanie 1.20. Oblicz:

a) [27] + [V150], c) [[3,75] - (4,53)]
[[—8,6] - [2,44] + (—5,54)] [[4,75] + |- 341J

b)

d)

+[11,6] —3-|—5,9],

(2,43)

[ V300 ’ [L7] - [24 = 3,5]

)]
(-7,33)]

Zadanie 1.21. Na przykladzie dowolnej liczby rzeczywistej x, ktora nie jest caltkowita,
sprawdz podstawowe i uzupelniajace wlasnosci funkcji catkowitoliczbowych (str. 24).

Zadanie 1.22.

a) Ile jest liczb w przedziale [1,30] podzielnych przez 77

b) Ile jest liczb w przedziale [0, 42] podzielnych przez 97

c) Ile jest liczb w przedziale [—33, —1] podzielnych przez 57

d) Ile jest liczb w przedziale [—25, 11] podzielnych przez 67

)

)

)

)
e) Ile jest liczb w przedziale [17, 53] podzielnych przez 8?
f) Tle jest liczb w przedziale [1, 7564] podzielnych przez 77
g) Ile jest liczb w przedziale [0,5437] podzielnych przez 117
h) Ile jest liczb w przedziale [—3563, —1] podzielnych przez 97
i) Ile jest liczb w przedziale [—2565, 3451] podzielnych przez 67
)

j) e jest liczb w przedziale [1787,5663] podzielnych przez 77

1.9. Odpowiedzi
Odpowiedz 1.1. Zdania logiczne: a, c, e, f, i, j, k, m, n.

Odpowiedz 1.2.



Odpowiedzi

31

Odpowiedz 1.3.

Odpowiedz 1.4.

a) Nie, wartos¢ 0 dla (p,q) = (0,0).

b) Nie, wartos¢ 0 dla (p, q) € {(1,0),(0,1),(1,1)}.

c) Tak.

d) Nie, wartos¢ 0 dla (p,¢,7) € {(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0)}.
e) Nie, wartosé 0 dla (p,q) = (1,0).

f) Nie, wartosé¢ 0 dla (p,q,r) € {(0,0,0),0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}.

Odpowiedz 1.5.

a) Marek nie spedzil wakacji w Grecji i nie spedzil wakacji w Hiszpanii.

b) Beata nie uczy sie jezyka francuskiego lub nie uczy sie angielskiego.

¢) Adam jest studentem i pracuje.
d) 7 nie jest liczba naturalng i nie jest liczba pierwsza.

e) 2 nie jest liczba parzysta i 5 nie jest dzielnikiem 8.

f) 3 jest liczba ztozona lub 9 jest liczbg parzysta.

¢) Pingwiny lataja lub stoni nie jest wiekszy od kozy.

h) Snieg jest bialy i trawa nie jest rézowa.

Odpowiedz 1.6.

a) 1, /\:C>O
zeN

by 1, \/z+5=12
z€eR

\/x3<0.

TEL

/\ \/y<w.

z€R yEZ

V Ae<u

z€eR yeN
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Odpowiedz 1.8.
a) Istnieje student, ktory nie zdal egzaminu z matematyki dyskretne;j.
b) Zaden czlowiek nie zna swojej przyszlosci.

c¢) Istnieje liczba rzeczywista, ktora nie jest dodatnia i istnieje liczba rzeczywista, ktora
nie jest ujemna.

d) Kazda liczba naturalna jest parzysta lub niepodzielna przez 10.
e) Istnieje prostokat, ktory nie jest kwadratem.
f) Kazda liczba naturalna jest niepodzielna przez 3 lub istnieje liczba catkowita ujemna.

Odpowiedz 1.9.

a) A={-3,-2,-1,0,1,2,3}, d) D = {2,4,6),
b) B = {2}, e) E=1{1,2,3,4,6,12},
c) C={-33}, f) F={-4,0,4}.

Odpowiedz 1.10.
a‘) P(X) :{@7 {k}7 {l}7 {k7l}}7
b) P(X) ={2, {{a,b}}, {3}, {{a.b},3}},

c) P(X)={a, {kot}, {kon}, {okon}, {kot, kon}, {kot, okoni},
{kori, okon}, {kot, koni, okon}},

d) P(X) = {2, {a}, {8}, {C}, {0}, {a,B}, {a,C}, {a,6}, {B,C}, {86}, {C,d},
{a757c}7 {a7ﬁ76}’ {a”C76}’ {B7C75}7 {a757c75}}7

e) P(X)={2, {{z,4}}, {{y,7}}, {{=. 4}, {y,7}}},

f) P(X) ={2, {K,{L,M}}}, {a}, {{K,{L,M}},a}}.

Odpowiedz 1.11.

a) AUB={a,b,c,d}, ANB=1{c}, A\ B=1{a,b}, B\ A={d}.

b) AUB={-2,-1,0,1,5,3,8}, ANB={1,5}, A\B={-2,-1,0,}, B\ A={3,8}.

)

)

¢) AUB={5,7,9,11}, ANB={7,9}, A\B={5,11}, B\ A=0.

d) AUB={-1,-2,-3,1,2,3}, AnNB=g, A\B=A, B\A=B.
)

e) AUB=N, AnB=1{3,4,5,6,7,8}, A\B={1,2}, B\A={zeN:z>9}.
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Odpowiedz 1.12.

a) A=1{2,3,5,7}, B=1{2,4,6,8]},
A'={1,4,6,8,9}, B’ ={1,3,5,7,9},
A'UB' =1{1,3,4,5,6,7,8,9}, (AUB) ={1,9},
A'NB' ={1,9}, (ANB) ={1,3,4,56,7,8,9}.

b) A= {1’27478}7 B= {274a678}7
A/ = {37 5’ 67 77 9}7 B/ = {1’37 57 7’ 9}7
A/UB/:{1,3,5,6,7,9}, (AUB)':{3,5,7,9},
A'NB = {3,5,7,9}, (A N B)I = {1,3,5,6,779}.

¢) A={3,6,9}, B=1{1,3,57,09},
A'={1,2,4,5,7,8}, B’ ={2,4,6,8},
A'UB ={1,2,4,5,6,7,8}, (AUB) ={2,4,8},
A'NB' ={2,4,8}, (ANB) ={1,2,4,5,6,7,8}.

Odpowiedz 1.13.

a) Ax B={(1,3),(1,4),(23),(2.4),(3,3), (3,4},

b) Bx A={(3,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2), (4,3)},

¢) BxB=1{(33),(3,4),(4,3),(44)},

d) Ax BxC={(1,3,5),(1,4,5),(2,3,5),(2,4,5),(3,3,5),(3,4,5)},
5,3),(3,5,4),(4,5,3),(4,5,4)},

£) D x B = {(w,3), (w,4), (z,3), (2,4},

g) Ex D ={(w,w),(w,z),(z,w),(z,2),(y,w), (¥, 2), (z,w), (z,2)},

)

)

)

)

e) BxC x B={(3,
) )
)

h) O x E={(5,w),(52),(5,9), (5 2)}
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Odpowiedz 1.14.

’ \ zwr.? \ sym.? \ przech.? | antysym.? | réwn.? \ cz. porz.? \ 1. porz.?

a T N T T v

b T N T N

c N N T T*

d T N T T v v
e T N T T v v
f T N N N

e | N N N N

h T T T N v

1 T T T N v

7T N T T 7

k T N T T v

| T T T N v

m T T N N

n T T N N

o T T T N v

p | T T T N v

Q] T N T T v v
r T T T N v

S N T N N

t N N T T*

u N N N T*

v N N N T*

W N T N N

X N T N N

v T T T N 7

Z T T T N v

* — poprzednik implikacji jest pusto spelniony, wiec cala implikacja jest prawdziwa.
Odpowiedz 1.15.
a) Relacje rownowaznosci: h, i, 1, o, p, r, y, 2.
Klasy abstrakeji dla h:
e 0]zg={..,—6,-3,0,3,6,9, ...},
e [1lzg={..,—-5,—-2,1,4,7,10, ...},
{-..,—4,-1,2,5,8,11, ... }.

o 0]z=1{...,—14,-7,0,7,14, ...},
o [1]5=1{...,-13,-6,1,8,15, ...},
o 2]5={...,-12,-5,2,9,16, ...},
o 3]zp={...,—-11,-4,3,10,17, ...},
o 45=1{...,-10,-3,4,11,18, ...},
o 5lp=1{..,-9,-2,512,19, ...},
o 6]5=1{...,—8,-1,6,13,20,...}.
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b)
c)

Klasy abstrakcji dla 1: jedna klasa abstrakcji to zbiér punktéw na okregu o srodku
w punkcie (0,0).

Klasy abstrakeji dla o: jedna klasa abstrakcji to zbiér stéw majacych tyle samo liter.

Klasy abstrakcji dla p: jedna klasa abstrakcji to zbior stéw rozpoczynajacych sie na te
sama litere.

Klasy abstrakcji dla r: jedna klasa abstrakcji to zbiér prostych majacych ten sam
kierunek.

Klasy abstrakcji dla y: jedna klasa abstrakcji to zbiér oséb majacych tych samych
rodzicow.

Klasy abstrakcji dla z: jedna klasa abstrakcji to zbiér os6b urodzonych w tym samym
miesigcu.

relacje czesciowego porzadku: a, d, e, j, k, q.

relacje liniowego porzadku: d, e, q.

Odpowiedz 1.16.

a
b
c

)
)
)
d)
)
)
)

@

—

g

h)

1

)
j)
k)

)

a:{’—l—ag—i—ag—&—ai—i—ag,

4bg - 4by - 4bs - 4bg - 4b7,

€3+ ca+C5 + C6 + C7,4

—dye1 + daeg — dzes + dyeq,
fos+foat+fostfoectfastfaatfastfaetfastfoatfos+faetfsstfsatfsstfse,
go - g1 94 99 - 916,

a1b1 + a1ba + a1bs + a1bs + a2by + asbs + asbs + asby + asby + asbs + asbs + agby +
agby + agbs + agbs + asby,

a1bs + a1bs + a1by + agbs + azbs + asba,

a1b1 4+ a1ba + a1b3 + a1bs + agbs + az2bs + asbs + asbs + azbs + asba,
(c2 +d2) - (c3 +d3) - (c4 + da),

€1,4° €23 €32 €41,

(fs +4)+ (fe +4) + (fr +4).

Odpowiedz 1.17.

17 15 13 17
Zk, C) 23]7 e) HQZa g) Z(il)kka
k=1 j=6 i=1 k=1

9 ] 8 1 8 1 17
> D% Ol sgry w20
i=0 k=0 Jj=0 k=1

Odpowiedz 1.18. —

Odpowiedz 1.19. —



Odpowiedzi

Odpowiedz 1.20.

a) 207 b) _%?7 C) 337 d) 1

Odpowiedz 1.21. —
Odpowiedz 1.22.

a) _370_ =4, f) _75764_ = 1080,

b) 492 t1=5, o) 5‘1“;’7 1= 495,

o) 353 _, h) 35963 — 395,

d) _25_ +{161J+1:6’ i) _25;5 +f’4651J+1:1003,
e) _583_ - FSGJ =4, j) _56763 - {17786J = 554.



Rozdzial 2

Elementy teorii liczb

W tym rozdziale przedstawimy wybrane elementy teorii liczb takie jak podzielnosé
liczb, liczby pierwsze i ztozone, najwiekszy wspoélny dzielnik i najmniejsza wspolna wielo-
krotnosé¢, algorytm Euklidesa oraz liczby wzglednie pierwsze. Pojecia te pojawiaja sie juz
na zajeciach z matematyki i informatyki w szkole podstawowej i $redniej, jednakze jest
bardzo wazne, aby te wiadomosci uporzadkowaé i uzupetnié.

2.1. Podzielnosé liczb

Rozpoczniemy od powtoérzenia podstawowego okreslenia zwigzanego z podzielnoscia.
Moéwimy, ze liczba calkowita m dzieli liczbe catkowita a, lub inaczej jest dzielnikiem
liczby catkowitej a, jezeli istnieje taka liczba catkowita n, ze mn = a. Fakt ten zapisujemy
m | a. Jezeli liczba m nie dzieli liczby a, to piszemy m { a. Zbiér wszystkich dzielnikow
caltkowitych liczby a oznaczmy D(a). Jezeli liczba a jest naturalna, to w zbiorze jej dziel-
nikow wyrdzniamy dzielniki wlasciwe. Sa to te dzielniki, ktore sa liczbami naturalnymi
roznymi od a. Zwyczajowo nie moéwimy o dzielnikach wlasciwych liczb ujemnych.

Przyktad 2.1. Niech a = 12 oraz m = 3. Wtedy 3 | 12, a zbior wszystkich dzielnikow
calkowitych liczby 12 jest nastepujacy:

D(12) = {12, —6,—4,-3,-2,—1,1,2,3,4,6,12}.
Oczywiscie D(12) = D(—12). Dzielniki wtasciwe liczby 12 to 1, 2, 3, 41 6.
Przypomnijmy, ze relacja podzielnosci w zbiorze liczb naturalnych:
Ry ={(a,b) e NxN:a|b}

jest relacja czesciowego porzadku (zadanie 1.14a, str. 28). Jednakze analogiczna relacja
rozwazana w zbiorze liczb catkowitych:

Ry ={(a,b) €Z xZ:a|b}

nie jest antysymetryczna (zadanie 1.14b, str. 28), zatem nie jest juz relacja czesciowego
porzadku.

37
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Najwazniejsze wlasnosci podzielnosci sa wymienione ponizej. Niech a, b, m € Z. Wtedy:
1. jezelim | a oraz m | b, to m | (a + b) oraz m | (a — b),
2. jezelim | a oraz a | b, to m | b,
jezeli m | a, to m | ab,
jezeli m | a oraz a # 0, to |m| < |al,
jezeli m | a oraz a | m, to m = a lub m = —a,
m | 0, w szczegdlnosci 0 | 0,

dla a # 0 nieprawda, ze 0 | a,

® N o o s W

1la, —1]a, al|a, —ala.

W nastepnym kroku zaprezentujemy twierdzenie, ktore stanowi podstawe algorytmu
Euklidesa.

Twierdzenie 2.2. Jesli a,b € Z oraz b # 0, to istnieje doktadnie jedna para liczb catko-
witych q,r spelniajgca warunki:

a=gb+r, 0<r<lb. (2.1)
Ponadto b | a zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy r = 0.

Liczbe r z tezy powyzszego twierdzenia nazywamy reszta z dzielenia a przez b, a liczbe
¢ nazywamy niepelnym ilorazem z tego dzielenia. Jesli b | a, to liczbe ¢ nazywamy
ilorazem z tego dzielenia.

Przyktad 2.3.

1. Jeslia=31,b=9, to ¢ =3, r =4, poniewaz 31 =3 -9 4 4.

2. Jeslia =31,b= -9, to ¢g = —3, r = 4, poniewaz 31 = —3- (—9) + 4.
3. Jeslia=-31,b=9,to ¢ =—4, r =5, poniewaz —31 = (—4) -9+ 5.
4. Jeslia = —31,b= -9, to g =4, r =5, poniewaz —31 =4 - (—9) + 5.

Uwaga 2.4. Nalezy bezwzglednie pamietac o tym, ze reszta r z dzielenia jest zawsze liczba
nieujemna. Do reszty r tak dobieramy niepelny iloraz ¢, aby zachodzilta rownosé (2.1).

Na zakonczenie tego podrozdziatu przypomnijmy cechy podzielno$ci, ktére pozwalaja
na szybkie sprawdzenie, bez koniecznosci przeprowadzania dzielenia, czy dana liczba jest
podzielna bez reszty przez inng liczbe. Ograniczymy sie tutaj do przedstawienia cech
podzielnosci dla kilku liczb:

e 2| n, jesli ostatnia cyfra liczby n jest parzysta.
e 3| n, jedli suma cyfr liczby n jest podzielna przez 3.
e 4| n, jesli dwie ostatnie cyfry liczby n tworza liczbe podzielng przez 4.

e 5| n, jesli ostatnia cyfra liczby n jest 0 lub 5.
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7 | n, jesli suma naprzemienna liczb, ktére powstana po pogrupowaniu cyfr liczby n
trojkami (zaczynajac od prawej), jest podzielna przez 7.

8 | n, jesli trzy ostatnie cyfry liczby n tworza liczbe podzielna przez 8.

9 | n, jesli suma cyfr liczby n jest podzielna przez 9.

11 | m, jesli naprzemienna suma cyfr liczby n jest podzielna przez 11.

13 | n, jesli naprzemienna suma liczb, ktére powstana po pogrupowaniu cyfr liczby n
trojkami (zaczynajac od prawej), jest podzielna przez 13.

Powyzej celowo pominelismy liczby 6, 10 i 12. Cechy podzielnosei dla tych liczb (oraz
dla 14 i1 15) om6wimy na koncu rozdzialu 2.3 na stronie 42.

Przyklad 2.5.
1. Niech a = 6379586. Wtedy 2 | a, poniewaz ostatnia cyfra a jest 6, ktora jest parzysta.
2. Niech b = 2686 863. Wtedy 3 | b, poniewaz 2+ 6 +8 + 6+ 8+ 6+ 3 = 39 oraz 3 | 39.

3. Niech ¢ = 22738848. Wtedy 4 | ¢, poniewaz na koricu ¢ jest dwucyfrowa liczba 48,
ktora jest podzielna przez 4.

4. Niech d = 34567525. Wtedy 5 | d, poniewaz na kornicu d jest cyfra 5.
5. Niech f =2172912. Wtedy 7 | f, poniewaz 2 — 1724+ 912 = 7421 7 | 742.

6. Niech g = 77269936. Wtedy 8 | g, poniewaz ostatnie trzy cyfry g tworza liczbe 936,
ktora jest podzielna przez 8.

7. Niech h = 7878 258. Wtedy 9 | h, poniewaz 7+ 8+ 7+ 8+ 2+ 548 =45 oraz 9 | 45.
8. Niech j = 940412. Wtedy 11 | j, poniewaz 9 —4+0—4+1—2 =0 oraz 11 | 0.
9. Niech | = 7207 356. Wtedy 13 | I, poniewaz 7 — 207 + 356 = 156 i 13 | 156.

2.2. Liczby pierwsze i zlozone

Liczby pierwsze maja bardzo prosta definicje, ktéra znana jest juz uczniom szkot pod-
stawowych, a cho¢ znane byly juz w starozytnosci, to nadal sa przedmiotem fascynacji
wielu profesjonalnych matematykow oraz pasjonatéow nie zwiazanych zawodowo z mate-
matyka. Na przyklad niezwykle prosta w swym sformutowaniu hipoteza Goldbacha (po-
stawiona tak naprawde przez Eulera w 1742 roku), pozostaje ciagle nierozstrzygnieta —
nie doczekala sie dowodu, jak tez nie znaleziono dotychczas kontrprzyktadu.

Hipoteza 2.6. (Hipoteza Goldbacha) Kazda liczba parzysta wieksza od 2 jest sumaq dwdch
(niekoniecznie réznych) liczb pierwszych.

Rozpocznijmy od przypomnienia definicji liczby pierwszej i liczby zlozone;.

Definicja 2.7. Liczbe naturalng n > 1 nazywamy liczba pierwsza, jesli ma doktadnie
dwa dzielniki naturalne: 1 oraz n.
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Zbiér liczb pierwszych oznaczamy P. W chwili pisania tego tekstu najwicksza znana

liczba, pierwsza jest
9136 279 841 _

)

ktora ma ponad 41 milionéw cyfr i zostala odkryta 12 pazdziernika 2024 r. Ponizsze
twierdzenie znane bylo juz starozytnym Grekom.

Twierdzenie 2.8. Zbior P liczb pierwszych jest nieskoriczony.

Definicja 2.9. Liczbe naturalna n > 1 nazywamy liczba zlozona, jesli nie jest liczba
pierwsza.

Zauwazmy, ze liczb ztozonych jest takze nieskoriczenie wiele. Wystarczy wzia¢ pod uwage
wszystkie potegi dowolnej liczby naturalnej wiekszej od 1.

Uwaga 2.10. Liczba 1 nie jest ani liczba pierwsza, ani liczba zlozona.

Celem tego podrozdziatu sg twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych
oraz catkowitych, ktore prezentujemy ponizej.

Twierdzenie 2.11. Kazdg liczbe naturalng n > 1 mozna przedstawié jednoznacznie w po-
stact tloczynu poteg liczb pierwszych:

— X1 a2 (82
n_pl p2 ...pk’

gdzie p1 < pa < --- < pi sg liczbami pierwszymi oraz k, o, g, ..., € N,

Twierdzenie 2.12. Kazdg liczbe catkowitq n rézng od 0,1, —1 mozna przedstawié jedno-
znacznie w postaci:
n=sgn(n) pi' - py* -t

gdzie p1 < pg < --- < pi sq liczbami pierwszymi oraz k, oy, g, ..., € N,

Uzyta w powyzszym twierdzeniu funkcja sgn gwarantuje nam uwzglednienie znaku liczby
n, a jej wartodci sa nastepujace:

-1, dla n <0,
sgn(n) =< 0, dla n=0,
1, dla n>0.

Rozktady wystepujace w powyzszych twierdzeniach nazywamy rozkladami kano-
nicznymi lub rozkladami na czynniki pierwsze.

Przyklad 2.13. Przypomnijmy sposob na znalezienie rozktadu kanonicznego. Rozpoczy-
namy od zapisania liczby, ktorej rozktadu szukamy i pionowej linii po jej prawej stronie.
W kazdym kroku algorytmu, dla liczby n — ostatniej (zapisanej najnizej) liczby po lewej
stronie linii — szukamy najmniejszej liczby pierwszej p dzielacej liczbe n. Liczbe p zapisu-
jemy po prawej stornie linii na przeciw liczby n. Ponizej n, po lewej stronie, zapisujemy
iloraz n/p. Krok ten powtarzamy tak dtugo, az otrzymamy iloraz rowny 1. Dzialanie tego
algorytmu zostato zilustrowane ponizej na przyktadzie liczby a = 1260:

1260 1260 | 2 1260 | 2 1260 | 2 1260 | 2 1260 | 2 1260 | 2
630 630 | 2 630 | 2 630 | 2 630 | 2 630 | 2
315 315 | 3 315 | 3 315 | 3 315 | 3
105 105 | 3 105 | 3 105 | 3
35 35 35| 5
7 T
1
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Otrzymany rozktad kanoniczny ma postaé¢ a = 22 - 32 -5 - 7. Zauwazmy, ze w podroz-
dziale 2.1 (str. 38) zaprezentowaliSmy cechy podzielnosci, ktore mozemy tu zastosowac
do szybkiego sprawdzenia, czy kolejne ilorazy sa podzielne przez mate liczby pierwsze:
2,3,5, ....

W przypadku liczby ujemnej, procedura jest taka sama za wyjatkiem ostatecznej od-
powiedzi, w ktorej nalezy uwzgledni¢ znak liczby, np. —1260 = (—1)-22.32.5.7.

Uwaga 2.14. Na podstawie rozkladu kanonicznego liczby n w przyktadzie 2.13 (str. 40)
mozemy wyznaczy¢ liczbe jej dzielnikow. Zauwazmy, ze kazdy dzielnik naturalny liczby n
ma postaé 27 - 3¥ - 5% . 7% gdzie xz € {0,1,2}, y € {0,1,2}, z € {0,1}, w € {0,1}. Mno-
zac liczbe mozliwych wartosci, jakie moze osiggna¢ kazdy z wyktadnikow, otrzymujemy
3-3-2-2 = 36. Stad liczba dzielnikow naturalnych wynosi 36, natomiast liczba dzielnikow
calkowitych wynosi 2 - 36 = 72. Zachecamy czytelnika do przeprowadzenia analogicznego
rozumowania dla mniejszych liczb oraz do wyprowadzenia wzoru ogdlnego na liczbe dziel-
nikéw dla liczby, ktéra ma wyznaczony rozklad kanoniczny. Warto poréwnaé te uwage
z zadaniami 3.64 (str. 70) i 3.127 (str. 76).

2.3. Najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza
wspoélna wielokrotnosé

W tym podrozdziale zaprezentujemy, jak wykorzystaé¢ rozktad kanoniczny liczb do
wyznaczenia ich najwickszego wspolnego dzielnika i najmniejszej wspolnej wielokrotnosci.
Przypomnijmy definicje tych pojec.

Definicja 2.15. Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a1, a0, ...,ar € Z, k € N,
gdzie liczby te nie wszystkie sg rowne 0, oznaczanym przez NWD(ay,az, ... ,ax), nazy-
wamy najwieksza liczbe naturalna dzielaca kazda z tych liczb.

Definicja 2.16. Najmniejsza wsp6lna wielokrotnoscia liczb ay,as, ..., a; € Z\{0},
k € N, oznaczanym przez NWW (aq,aq, ...,ax), nazywamy najmniejsza liczbe naturalna
dzielaca sie przez kazda z tych liczb.

Przykltad 2.17. Niech a = 23760, b = 69300. Rozktadamy podane liczby na czynniki
pierwsze tak, jak to zaprezentowaliSmy w przyktadzie 2.13 (str. 40) i otrzymujemy:

a=2%.3%.5.11, b=2%2.32.5%2.7.11.
Wtedy:

1. NWD(a,b) =22-32.5-11 = 1980.
Wybieramy dzielniki pierwsze wystepujace jednoczesnie w obu rozktadach: 2,3,5,11.
Za wyktadnik przy danym dzielniku przyjmujemy mniejszy z wyktadnikéw przy da-
nym dzielniku w obu rozktadach: 22, 32, 5!, 11!, Powstale czynniki mnozymy.

2. NWW(a,b) =2%-3%.5%.7-11 = 831 600.
Wybieramy wszystkie dzielniki pierwsze wystepujace w co najmniej jednym z rozkla-
dow: 2,3,5,7,11. Za wykladnik przy danym dzielniku przyjmujemy wiekszy z wyktad-
nikéow przy danym dzielniku w obu rozktadach: 24, 33, 52, 71, 11'. Powstate czynniki
mnozymy.
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Wymienimy teraz podstawowe wtasnosci najwiekszego wspoélnego dzielnika i najmniej-
szej wspolnej wielokrotnosei. Niech a,d, m, a1, a9, ...,ar € Z \ {0}, k € N. Wtedy:

1. jeslid | a1, d | ag, ...,d| ag, to d| NWD(ay,az, ...,ax),

2. jesli ag | m, ag | my ... ax | m, to NWW(ay,aq, ...,ar) | m,

3. NWD(ay,a2)  NWW (a1, a2) = |ay - az|,

4. NWD(aq, ...,ax—2,ak—1,ar) = NWD(aq, ...,ak—2, NWD(ar_1,ax)),
5 NWW(aq, ...,ax—2,ak-1,ar) = NWWi(aq, ...,ax—2, NWW (ag_1,ar)),
6. NWD(a,1) =1, NWD(a,-1) =1,

7. jesli a1 | a, ag | @ oraz NWD(a1,a9) = 1, wtedy aqas | a.

W podrozdziale 2.4 w przyktadach 2.22, 2.23, 2.24 i 2.25 (str. 44-45) zaprezentujemy,
jak zastosowaé¢ powyzsze wlasnosci w rozwiazywaniu zadan.

Wymieniajac cechy podzielnosci na stronie 38 pominelismy liczby 6, 101 12. Sa to liczby
ztozone, w ktorych rozkladzie kanonicznym wystepuje wiecej niz jeden czynnik pierwszy.
W takich przypadkach korzystamy z cech podzielnosci dla liczb pierwszych lub ich poteg
oraz zaprezentowanej powyzej wlasnosci 7. Wynikaja stad ponizsze cechy podzielnosci:

6| n, jesli 2 | n oraz 3 | n.

10 | n, jesli 2 | n oraz 5 | n, co oznacza, ze ostatnia cyfra liczby n jest 0.

12 | n, jesli 3 | n oraz 4 | n.

14 | n, jesli 2 | n oraz 7 | n.

15 | m, jesli 3| n oraz 5 | n.
Przyktad 2.18.

1. Niech e = 27526 158. Wtedy 6 | e, poniewaz na koncu e jest cyfra 8, ktora jest parzysta,
oraz2+7+54+2+6+1+5+8=23613]|36 (zbadalismy podzielnos¢ przez 2 i 3).

2. Niech ¢ = 8651 370. Wtedy 10 | ¢, poniewaz ostatnia cyfra liczby i jest 0.

3. Niech k = 6507 720. Wtedy 12 | k, poniewaz 6 +5+0+7+ 7+ 2+ 0 = 27 oraz 3 | 27,
za$ na koncu k mamy dwucyfrowa liczbe 20, ktoéra jest podzielna przez 4 (zbadalismy
podzielnosé przez 3 1 4).

4. Niech m = 1255128. Wtedy 14 | m poniewaz na koricu m jest parzysta cyfra 8, zas
1—255+128 = —126 i 7| —126 (zbadaliSmy podzielnosé przez 2 i 7).

5. Niech n = 978345. Wtedy 15 | n, poniewaz 9+ 7+8+3+4+5 =361 3 | 36 oraz
ostatnia cyfra n jest 5 (zbadaliSmy podzielnosé przez 3 1 5).
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2.4. Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa przedstawia metode wyznaczania najwiekszego wspolnego dziel-
nika. Jest to jeden z najstarszych znanych algorytmoéw: jego pierwszy opis pojawil sie
w dziele Euklidesa zatytulowanym ,Elementy” okolo trzysetnego roku przed nasza era.
Jego prostota i efektywnosé sprawiaja, ze do dzi$ pozostaje powszechnie znanym i szeroko
stosowanym algorytmem.

Algorytm 2.19. (Algorytm Euklidesa)
Dane: a,b € Z, [b| < |al.
Wynik: NWD(a,b).
1. Definiujemy ciagi r_1,79,71,... Oraz qi, g, ... nastepujaco:

(a) przyjmujemy r_1 = a, ro = b;

(b) jesli mamy juz okreslone liczby r_1,70,71,...,7k—1, t0 7y Oraz g sa wyznaczane
z rownosci (2.1, str. 38), czyli:

Th—o = QkTh—1 + 7Tk, 0 <71 <7Tp_q; (2.2)

(¢) wyznaczanie ciagéw r_1,70,71,... Orazq1, gz, - . . kontynuujemy do momentu, gdy
rn, = 0 dla pewnego n € N.

2. Zwracamy wynik NWD(a,b) = ry_1.

Zauwazmy, ze niepelne ilorazy obliczane podczas stosowania powyzszego algorytmu
nie wplywaja na warto$é¢ najwiekszego wspolnego dzielnika. W zwiazku z tym w praktyce
pomijamy je, w kolejnych krokach wyznaczajac jedynie reszty i wykorzystujac rownosé:

NWD(gb+r,b)= NWD(b,r), qbreZ, 0<r<b. (2.3)

Przyktad 2.20. Niech a = 111, b = 48. W celu przeprowadzenia algorytmu Euklidesa
proponujemy zbudowanie wygodnej tabeli, ktora prezentujemy ponizej. W pierwszym
wierszu zapisujemy réwnosé (2.2) dla r—; = a = 111, rg = b = 48, wyznaczajac g1 = 2
oraz r; = 15. W drugim wierszu dla rop = 48, r1 = 15 wyznaczamy g3 = 3 oraz ro = 3.
Reszta nadal jest niezerowa, wiec kontynuujemy algorytm: w trzecim wierszu dla r; = 15,
ro = 3 wyznaczamy q3 = D oraz rs = 0. Poniewaz reszta rs jest rowna zero, zatem
koniczymy algorytm przyjmujac NW D(48,111) = ro = 3 jako ostatnia niezerowa reszte.

Tk—2 = qk " Tk—1 + Tk
111= 2- 48 + 15
48= 3- 15+ 3
15= 5" 3+ 0

W DN —|

Stosujac wzor (2.3) dziatanie algorytmu Euklidesa zapiszemy ciagiem réwnosci:
NWD(111,48) = NWD(48,15) = NWD(15,3) = NWD(3,0) = 3.

Przyklad 2.21. Zaprezentowana metode mozemy zastosowaé do trzech lub wiecej liczb.
Zalozmy, ze chcemy wyznaczy¢ NW D(105,147,161). W kolejuych krokach najmniejsza
rozna od zera liczbe przepisujemy, a pozostate liczby zastepujemy resztami z dzielenia
przez nia. Procedure ta kontynuujemy, az otrzymamy wszystkie reszty — poza jedna —
réowne zero:
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NWD(105,147,161) = NW D(105,42,56), poniewaz reszta z dzielenia 147 przez 105
wynosi 42 oraz reszta z dzielenia 161 przez 105 wynosi 56. Kontynuujemy:

NWD(105,42,56) = NWD(42,21,14), poniewaz reszta z dzielenia 105 przez 42 wy-
nosi 21 oraz reszta z dzielenia 56 przez 42 wynosi 14. Dalej:

NWD(42,21,14) = NWD(14,0,7), poniewaz reszta z dzielenia 42 przez 14 wy-
nosi 0 oraz reszta z dzielenia 21 przez 14 wynosi 7. Kontynuujemy:

NWD(14,0,7) = NWD(7,0,0), poniewaz reszta z dzielenia 14 przez 7 wynosi 0 oraz
reszta z dzielenia O przez 7 wynosi 0. Koiczymy dzialanie algorytmu:

NWD(7,0,0) =T1.

Podsumujmy poznane metody wyznaczania najwiekszego wspoélnego dzielnika i naj-
mniejszej wspolnej wielokrotnosci. Aby wyznaczyé najwiekszy wspolny dzielnik, mamy
do dyspozycji:

1. rozktad na czynniki pierwsze (przykiad 2.17, str. 41), metoda dla dwoch lub wiecej
liczb,

2. algorytm Euklidesa (pelny zapis, przyklad 2.20, str. 43), metoda dla doktadnie dwoch
liczb,

3. algorytm Euklidesa (szybki zapis, przyktad 2.21, str. 43), metoda dla dwoch lub wiecej
liczb.

Aby wyznaczy¢ najmniejszg wspolng wielokrotnosé, mamy do dyspozycji na ten mo-
ment rozklad na czynniki pierwsze (przykiad 2.17, str. 41) — jest to metoda dla dwoch
lub wiecej liczb. Zauwazmy, ze w podrozdziale 2.3 mamy wtasnosé 3 (str. 42), ktéra moze
byé¢ wykorzystana do wyznaczenia najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dwoch liczb, pod
warunkiem, ze znamy ich najwiekszy wspolny dzielnik. Odpowiedni przyklad znajduje sie
ponizej.

Przyktad 2.22. Niech a = 111, b = 48. Wtedy na podstawie przyktadu 2.20 (str. 43)
mamy NW D(111,48) = 3 oraz na podstawie wlasnosci 3 (str. 42) otrzymujemy:

48111 5328
N 48,111) = =
WW (48, 111) NWD(48,111) 3

Te sama wlasno$é mozna wykorzysta¢ do pewnego szczegélnego typu zadan, o czym
moéwi ponizszy przyktad.

= 1776.

Przyktad 2.23. Wyznaczmy liczby naturalne a i b wiedzac, ze NWW ((a,b) = 63 oraz
NW D(a,b) = 3. Zauwazmy, ze:

NWW (a,b)- NWD(a,b) =a-b=x- NWD(a,b)-y - NWD(a,b),

a b

dla takich liczb x,y € N, ze NW D(z,y) = 1. Podstawiajac znane nam wartosci liczbowe
otrzymujemy: 63-3 = x-3-y-3, co po uproszczeniu daje réwnosé x-y = 21. Szukamy zatem
wszystkich par liczb naturalnych speliajacych warunki « -y = 21 oraz NWD(z,y) = 1:

. lub z=3 lub T=T lub o

a stad mozliwe wartosci liczb a i b to:

a=3 lub a=9 lub a=21 lub a =63
b=163 b=21 b=9 b=3.
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Zaprezentujmy na dwoch prostych przykladach, jak dzialaja wlasnosci 4 15 (str. 42).

Przyktad 2.24. Chcemy obliczy¢ NW D(161,147,105). Zgodnie z wlasnoscia 4 (str. 42),
obliczenia mozemy wykonaé¢ etapami. Najpierw obliczamy NW D(147,105) = 21, a na-
stepnie liczby 147, 105 w poczatkowym wyrazeniu zastepujemy tym wynikiem i znajdu-
jemy NW D(161,21) = 7. Odpowiedni zapis wyglada nastepujaco:

NWD(161,147,105) = NWD(161, NW D(147,105)) = NWD(161,21) = 7.

Przyktad 2.25. Chcemy obliczy¢ NWW (161,147, 105). Zgodnie z wlasnoscia 5 (str. 42),
obliczenia mozemy wykonaé etapami. Najpierw obliczamy NWW (147,105) = 735, a na-
stepnie liczby 147, 105 w wyrazeniu NWW (161, 147,105) zastepujemy otrzymanym wy-
nikiem i wyznaczamy NWW (161, 735) = 16905. Odpowiedni zapis wyglada nastepujaco:

NWW (161,147,105) = NWW (161, NWW (147, 105)) = NWW (161, 735) = 16905.

Wiele probleméw mozna sprowadzi¢ do zagadnienia poszukiwania rozwigzan réwnan
liniowych w zbiorze liczb catkowitych. Woéwczas uzyteczna okazuje sie¢ wersja rozszerzona
algorytmu Euklidesa, ktorg zaprezentujemy na zakonczenie tego podrozdzialu. Oprocz
najwiekszego wspolnego dzielnika, algorytm ten wyznacza takze liczby, o ktérych mowa
W tezie ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 2.26. Niech a,b € Z. Wtedy istniejq liczby x,y € Z, dla ktdrych zachodzi
réwnos$é ax + by = NWD(a,b).

Algorytm 2.27. (Rozszerzony algorytm Euklidesa)

Dane a,b € Z, |b] < |al.
Wynik: NW D(a,b) oraz takie liczby =,y € Z, ze ax + by = NW D(a,b).

1. Przeprowadzamy algorytm Euklidesa 2.19 (str. 43), w wyniku ktorego otrzymujemy
NWD(a,b) = rp_1.

2. Definiujemy ciagi u_1,ug,u1, ... oraz v_i,vg,v1, ... nastepujaco:

(a) przyjmujemy u_y =1, uop =0, v_1 =0, vo = 1;

(b) jesli mamy okreslone liczby u_1, ug, w1, ..., Uk—1 1 V—_1,V0,V1, ..., Vk—1, tO U
oraz vy, Sg wyznaczane nastepujaco:

Uk = Ug—2 — Gk * Uk—1, Uk = Ug—2 — QK * Vgp—1- (2.4)
3. Zwracamy: & = Up—1, Y = Up—1-

Przyklad 2.28. Niech a = 357, b = 161. W pierwszej kolejnosci przeprowadzamy algo-
rytm Euklidesa 2.19 (str. 43), stad mamy ponizsza tabele i NWD(357,161) = 7.

k| The2 = q - Th—1 + Tk

1 357 = 2. 161 + 35
2 161 = 4 35 + 21
3 3b=1- 21+14
4 21=1 14+ 7
) 14= 2 7T+ 0
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Druga czes¢ rozszerzonego algorytmu Euklidesa takze mozna przeprowadzi¢ postugu-
jac sie wygodng tabela, ktorg budujemy nastepujaco:
1. w pierwszej kolumnie wpisujemy wartosci indeksu ¢, zaczynajac od —1 i koriczac na
n—1=4 (tun =25, bo w tylu krokach zakoniczyt si¢ algorytm Euklidesa),

2. w drugiej kolumnie wpisujemy wartosci g, dla k =1, ..., n—1; liczby te pobieramy
z pierwsze] tabeli,

3. w trzeciej i czwartej kolumnie wpisujemy wartosci poczatkowe elementéow u_1, uo,
v_1, Vg, ktore podane sa w podpunkcie 2a (str. 45) powyzszego algorytmu,

4. w trzeciej i czwartej kolumnie wpisujemy wartosci elementéw uy i vg, ktore obli-
czamy ze wzorow (2.4, str. 45).

ulzu,l—ql-u():l—Q-O:l

_I; (if ul{ US v =v_1—@q1-Vv=0—-2-1=-2

0 % 0 1 UQZUQ—QQ'U1=O—4-1:—4

1 D) 1 5 UQZUo—QQ'U1=1—4-(—2)=9

D) 1 7 9 ’UJ3:U17Q3"UJ2:171'(74):5

3 1 5 11 ’03:’01—(]3"02:—2—1'9:—11

1 1 9 20 U4:’IJ,2—Q4-U3,:—4—1-5:—9:$
U4:U2—Q4"U3:9—1-(—11):20:y

5. Na koniec sprawdzamy poprawnosé otrzymanego wyniku:

357 (—9) + 16120 = —3213 +3220=7. v

2.5. Liczby wzglednie pierwsze

Na zakoriczenie tego rozdzialu podamy definicje liczb wzglednie pierwszych i parami
wzglednie pierwszych oraz funkcji Eulera.

Definicja 2.29. Niech aj,ag, ...,a; € Z\ {0}, k € N. Mowimy, ze liczby aj,as, ..., ax
sa wzglednie pierwsze, jesli NWD(ay,as, ...,a;) = 1.
Definicja 2.30. Niech aq, a9, ...,a; € Z\ {0}, k € N. Mowimy, ze liczby a1, as, ..., ax
sa parami wzglednie pierwsze, jesli NWD(a;,a;) = 1 dla wszystkich takich par
i,je{l,2, ... kY, zei# ]
Przyktad 2.31. Niech a =75, b =87, ¢ = 121.

1. Podane liczby sa wzglednie pierwsze, poniewaz NW D(75,87,121) = 1.

2. W celu sprawdzenia, czy podane liczby sa parami wzglednie pierwsze, nalezy spraw-
dzié najwiekszy wspolny dzielnik kazdej z par:

NWD(75,87) =3, NWD(75,121) =1, NWD(87,121) = 1.

Gdyby najwiekszy wspolny dzielnik kazdej z par wynosil 1, to te liczby bylyby
parami wzglednie pierwsze. Jednakze NW D(75,87) = 3, dlatego tez podane liczby
nie sg parami wzglednie pierwsze.

Definicja 2.32. Funkcja Eulera nazywamy taka funkcje p: N — N, ktora kazdej
liczbie naturalnej przypisuje liczbe liczb wzglednie pierwszych z nia i nie wiekszych od
niej.
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Wartosé funkeji Eulera dla dowolnej liczby naturalnej mozna obliczyé dysponujac jej
rozktadem na czynniki pierwsze, o czym méwi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.33. Niech n = p{* - p5*---pi*, k € N, bedzie rozktadem na czynniki
pierwsze liczby n. Wtedy

p(n) =pf* o1 — 1) 05 (2 — 1) pp* (o — 1) (2.5)

Przyktlad 2.34. Niech n = 21 600. W pierwszej kolejnosci znajdujemy rozktad liczby n na
czynniki pierwsze:
21600 = 2° - 3% . 52,

Nastepnie, korzystajac ze wzoru (2.5), otrzymujemy:
©(21600) = p(2°-3%-5%)=2*.(2-1)-3%-(3—1)-5'- (5—1) = 5760.

Wynik ten oznacza, ze istnieje 5760 liczb wzglednie pierwszych z 21600, ktore sg nie
wieksze od 21 600.

Z twierdzenia 2.33 mozemy wyciagnaé nastepujacy wniosek.

Twierdzenie 2.35. Funkcja ¢ Eulera jest funkcjg multiplikatywng: dla wzglednie pierw-
szych liczb m,n € N mamy

p(m-n)=p(m)-pn).

2.6. Zadania

Zadanie 2.1. Dla wlasnosci podzielnosci 1 — 5 (str. 38) dobierz takie liczby a,b,m € Z,
aby prawdziwe byly poprzedniki implikacji. Nastepnie zweryfikuj prawdziwos¢ ich nastep-
nikow.

Zadanie 2.2. Wyznacz reszte r oraz niepelny iloraz g z dzielenia a przez b, jezeli:

a) a=150=717, e) a=43,b=13, i) a =200, b =35,

b) a=—15,b=7, f) a=—43, b= 13, i) a=—200, b= 35,
¢) a=15b=—T, g) a=43,b=—13, k) a=200,b=—35
d) a=—15,b= T, h) a=—43, b= —13, 1) a=-200,b=—35

Zadanie 2.3. Stosujac odpowiednie cechy podzielnosci liczb, uzasadnij, ze:

a) 2| 64536, £) 73948861, k) 127049076,  p) 211180914,
b) 3| 176 895, g) 8417472, 1) 13 | 763646, q) 22| 1440516,
c) 4234968, h) 9| 856512, m) 14 | 733096, r) 24| 1353336,
d) 5 | 547 855, i) 10 | 145820, n) 15 | 852630, s) 26 | 6128 148,
e) 639504, j) 112801557, o) 18] 1541214, ) 30 137010.

Zadanie 2.4. Wybierz dowolng o$miocyfrows, liczbe x € N. Stosujac odpowiednie cechy
podzielnosci, sprawdz, czy wybrana liczba x jest podzielna przez liczby od 2 do 15.
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Zadanie 2.5. Wyznacz rozktad kanoniczny ponizszych liczb:

a) 42768, ) 17712, e) —3375, g) 82320,
b) —508079, d) 10800, f) 6462720, h) —348 480.

Zadanie 2.6. Rozkladajac na czynniki pierwsze podane liczby, oblicz ich NW D:

a) 5292, 5544, e) 2520, —5184, 10584,

b) 9075, —32175, f) —3003, 5040, —14 994,
¢) 14175, 75600, g) 3024, 6048, 9072, 10584,
d) —3375, 4320, 82320, h) 3640, 4080, 4320, —5525.

Zadanie 2.7. Rozkladajac na czynniki pierwsze liczby z zadania 2.6, wyznacz ich NWW.

Zadanie 2.8. Stosujac algorytm Euklidesa (,,pelny zapis”), oblicz NW D podanych liczb:

a) b, 8, c) 462, 1260, e) 4370, 5720,

b) 87, —237, d) —525, —2345, f) —6948, 178 542.

Zadanie 2.9. Stosujac algorytm Euklidesa (,szybki zapis”), oblicz NW D liczb z zadan
2.6 oraz 2.8.

Zadanie 2.10. Dla wlasnosci NWD i NWW numer 11 2 (str. 42) dobierz takie liczby
d,m,ay,as,as,a4 € Z, aby prawdziwe byly poprzedniki implikacji. Nastepnie zweryfikuj
prawdziwos¢ ich nastepnikow.

Zadanie 2.11. Stosujac odpowiedni wzor (wlasnosé 3, str. 42), oblicz NWW liczb z za-
dania 2.8.

Zadanie 2.12. Stosujac odpowiedni wzor (wlasnosé 4, str. 42), oblicz NW D podanych
liczb:

a) 28, 42, 70, d) 5928, 6396, 8385, 9685,
b) 715, 990, 1001, e) 8320, 9180, 11250, 14 157,
¢) 3570, 4116, 5607, f) 2197,3780,4352,7128,13 310.

Zadanie 2.13. Stosujac odpowiedni wzor (wlasnosc 5, str. 42), oblicz NWW liczb z za-
dania 2.12 (Uwaga: uzyskane liczby, mogaq byé bardzo duze, dlatego warto sie postugiwaé
rozktadami na czynniki pierwsze).

Zadanie 2.14. Wiedzac, ze NWW (a,b) =99 oraz NW D(a,b) = 11, wyznacz a,b € N.

Zadanie 2.15. Wiedzac, ze NWW (a,b) = 180 oraz NW D(a,b) = 45, wyznacz a,b € N.

Zadanie 2.16. Wiedzac, ze NWW (a,b) = 210 oraz NW D(a,b)

Zadanie 2.17. Wiedzac, ze NWW (a,b) = 3120 oraz NW D(a, b) = 13, wyznacz a,b € N.
(a,b)

Zadanie 2.18. Wiedzac, ze NWW (a,b) = 1980 oraz NW D(a,

= 3, wyznacz a,b € N.

)
)

= 11, wyznacz a,b € N.
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Zadanie 2.19. Stosujac rozszerzony algorytm Euklidesa, oblicz NW D(a,b) oraz takie
liczby z,y € Z, ze ax + by = NW D(a,b), jesli:

a) a=61,b="7, d) a =241, b= —79, g) a =777, b= 555,
b) a = —84, b= 15, e) a=377,b=123, h) a = —1140, b = 570,
¢) a=123,b=93, f) a=—533, b= —187, i) a=76501,b=29719.

Zadanie 2.20. Sprawdz, czy ponizsze liczby sa wzglednie pierwsze oraz czy sa parami
wzglednie pierwsze:

a) 24, 33, 44, d) 256, 729, 3125,
b) 150, 169, 325, e) 1918, 4080, 5125, 6375,
c) 196, 225, 289, f) 4913, 5733, 6859, 14 641.

Zadanie 2.21. Wyznacz warto$¢ funkeji ¢ Eulera dla liczb z zadania 2.5. (Uwaga: jesli
podana liczba jest ujemna, rozwaz liczbe do niej przeciwng.)

2.7. Odpowiedzi

Odpowiedz 2.1. —
Odpowiedz 2.2.

a) g=2,r=1, e) ¢q=3,r=4, i) ¢ =5, r =25,
b) ¢ =-3,r =6, f) g=—-4,r=9, j) ¢=—6,r =10,
c) g=-2,r=1, g) q=-3,r =4, k) ¢ =—5, r = 25,
d) ¢=3,7=6, h) g=4,r=9, 1) ¢g=6,r=10

Odpowiedz 2.3.
a) 2| 64536, poniewaz na koncu 64 536 jest cyfra 6, ktora jest parzysta.
b) 3| 176895, poniewaz 1 +7+6+8+9+5=361 3| 36.

c) 41234968, poniewaz na koricu 234 968 jest dwucyfrowa liczba 68, ktora jest podzielna
przez 4.

d) 5| 547855, poniewaz na konicu 547 855 jest cyfra 5.

e) 6]39504, poniewaz na koricu 39504 jest cyfra 4, ktora jest parzysta, oraz
3+9+5+0+4=21i3]21.

f) 713948861, poniewaz 3 — 948 + 861 = —84 i 7| 84.

g) 8417472, poniewaz na konicu 417472 jest trzycyfrowa liczba 472, ktora jest podzielna
przez 8.

h) 9| 856512, poniewaz 8 +54+6+5+1+2=2719|27.
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i) 10| 145820, poniewaz na konicu 145820 jest cyfra 0.

)
k)

t)

11| 2801557, poniewaz 2—-8+0—-1+5—-54+7=01i11]0.

12{ 7049076, poniewaz 7+0+4+9+4+0+ 746 = 33 i 3 | 33 oraz na koricu 7049076
jest dwucyfrowa liczba 76, ktora jest podzielna przez 4.

13 | 763 646, poniewaz 763 — 646 = 1171 13 | 117.

14 ] 733096, poniewaz na koricu 733096 jest cyfra 6, ktora jest parzysta, oraz
733 — 096 = 63717 | 637.

15 | 852630, poniewaz 8 + 5+ 246+ 3+ 0 = 24 i 3 | 24 oraz na koricu 852630 jest
cyfra 0.

18 | 1541 214, poniewaz na koricu 1541214 jest cyfra 4, ktora jest parzysta, oraz
1+5+4+14+2414+4=18i9]18.

211180914, poniewaz 1 +14+8+0+9+1+4=2413]| 24 oraz
1—-180+914 =73517|735.

22| 1440516, poniewaz na koricu 1440516 jest cyfra 6, ktora jest parzysta, oraz
1-44+4—-0+5—-14+6=11111|11.

2411353336, poniewaz 1 +3+5+3+3+3+6 =241 3| 24 oraz na koricu 1353 336
jest trzycyfrowa liczba 336, ktora jest podzielna przez 8.

26 | 6 128 148, poniewaz na koricu 6 128 148 jest cyfra 8, ktora jest parzysta, oraz
6 — 128+ 148 =261 13 | 26.

30 | 137010, poniewaz 1 +3+ 74+ 0+ 140 =121 3 | 12 oraz na koricu 137010 jest
cyfra 0.

Odpowiedz 2.4. —

Odpowiedz 2.5.

a) 24.3% .11, c) 2%.33 .41, e) —33.53, g) 24-3.5.73,

b) —112.13-17-19, d) 2*.3% .52 f) 28.3%.5.11-17, h) —2¢.32.5.112
Odpowiedz 2.6.

a) 252, c) 4725, e) 72, g) 1512,

b) 825, d) 15, f) 21, h) 5

Odpowiedz 2.7.

a) 116424, ¢) 226800, e) 1270080, g) 127008,

b) 353925, d) 37044000, f) 85765680, h) 33415200.
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Odpowiedz 2.8.
a) 1, b) 3, c) 42, d) 35, e) 10, f) 18.

Odpowiedz 2.9. Odpowiedzi tak jak w odpowiedziach 2.6 oraz 2.8.
Odpowiedz 2.10. —
Odpowiedz 2.11.

a) 40, c) 13860, e) 2499640,
b) 6873, d) 35175, f) 68917212

Odpowiedz 2.12.
a) 14, b) 11, c) 21, d) 13, e) 1, f) 1.

Odpowiedz 2.13.

a) 420,

b) 90090,

c) 93412620 =22-3%.5.73.17-89,

d) 7786042680 =2%-3-5-13-19-41-43- 149,
e) 57760560000 = 27 -33.5%.11%2.13 .17,

f) 36078632029440 =28 -3*.5.7-11%-13% - 17.

Odpowiedz 2.14.

a=11 lub a=99
b=199 b=11

Odpowiedz 2.15.

a =45 a =180
lub
b =180 b=45

Odpowiedz 2.16.

a=3 lub a =210 lub a=206 lub a = 105 lub
b =210 b=3 b =105 b=6
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Odpowiedz 2.17.

a=13 a = 3120
lub
b= 3120 b=13

a=39 a = 1040
lub
b= 1040 b=239

Odpowiedz 2.18.

a=11 a = 1980
lub
b= 1980 b=11

a =55
b =396
Odpowiedz 2.19.

a) NWD(a,b) =1,
z=3,y=—20,

b) NWD(a,b) =3,
r=-2,y=—11,

¢) NWD(a,b) =3, f)
r=-3,y=4,

Odpowiedz 2.20.

a) Wzglednie pierwsze: T,
Parami wzgl. pier.: N,

b) Wzglednie pierwsze: T,
Parami wzgl. pier.: N,

Odpowiedz 2.21.

a) 12960, ¢) 5760,

b) 380160, d) 2880,

T e R A R T
b=195 b= 208
- — 624
b 4970y Ja=6
b= 624 b=65
a a 95 lub
b= 495 b= 44
! a=99 a = 220
b = 220 b=99
NWD(a,b) =1, g) NWD(a,b) = 111,
x =20, y =61, T=-2,y=23,
NWD(a,b) = 1, h) NWD(a,b) = 570,

xr = —46, y = 141,

NWD(a,b) =1,
x = —20, y =57,

Wzglednie pierwsze: T,
Parami wzgl. pier.: T,

Wzglednie pierwsze: T,
Parami wzgl. pier.: T,

e) 1800,
f) 1474560,

z=0,y=1,

i) NWD(a,b) = 113,
xr =54, y=—139.

e) Wzglednie pierwsze: T,
Parami wzgl. pier.: N,

f) Wzglednie pierwsze: T,
Parami wzgl. pier.: T.

g) 18816,
h) 84 480.



Rozdzial 3

Elementy kombinatoryki

W tym rozdziale przedstawimy wybrane pojecia kombinatoryczne, ktore stuza do zli-
czania elementoéw zbioréw skonczonych. W tym celu na poczatku wprowadzimy defini-
cje silni i symbolu Newtona oraz pokazemy zwiazek z trojkatem Pascala i dwumianem
Newtona. Nastepnie przedstawimy pojecia wariacji, permutacji, kombinacji oraz prawo
mnozenia i prawo dodawania. Sa to pojecia zwykle omawiane w szkole $redniej, jednakze
wymagaja gruntownego powtorzenia, dlatego tez sa zilustrowane za pomoca duzej liczby
zadan. Na zakonczenie podamy zasade wlaczania i wylaczania oraz zasade szufladkowa
Dirichleta.

3.1. Silnia i symbol Newtona

Rozpoczniemy od przypomnienia dwéch podstawowych pojeé¢ zwiazanych z kombina-
toryka, a doktadniej silni oraz symbolu Newtona. W drugiej czesci podrozdziatu pokazemy
ich zwiazek z trojkatem Pascala i dwumianem Newtona.

Silnia liczby naturalnej n to iloczyn wszystkich liczb naturalnych nie wigkszych niz n:

nl=1-2--n.

Uwaga 3.1. Podczas obliczeri mozemy sie natkna¢ na wyrazenie 0!. W takiej sytuacji
przyjmujemy 0! = 1.

Przyktlad 3.2.
5/ =1-2-3-4-5=120, 100!=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 = 3628 800,

81=1-2-3-4-5-6-7-8=40320, 20! = 2432902 008 176 640 000.

Jako ciekawostke mozemy podaé¢ (jedyne) cztery liczby, dla ktérych suma silni cyfr
jest réwna tym liczbom:

=1, 20=2 1 +41+5 =145 41+ 0!+ 5! + 8! + 5! = 40585.

93
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Symbol Newtona to funkcja dwoch argumentéw zadana wzorem:

(1) = me

gdzie n, k € Ny oraz k < n. Dla k > n przyjmujemy (Z) = 0. Powyzszy symbol czytamy
»N po k7.

Przyklad 3.3. Obliczajac wartos¢ symbolu Newtona, warto pamietaé¢ o mozliwosci skro-
cenia licznika z mianownikiem, aby uniknaé zbyt duzych liczb:

5 5! 5! 31-4.5 4.5 2.5
(3) 31(5-3)! 3r.21 3.2 2 1 ’
6 6! 6! 4156 5.6 5-3
(4) 416 —4)!  4r-20 41.2! 2 1 ’
5 (20) _ 10! _ 200 15!-16-17-18-19-20
" \15) 15120 —15)!  15!-5! 15! - 5! N
16-17-18-19-20 16-17-3-1
_16-17-18-19-20 _16-17-3-19 _ .
2.3-4-5 1

Uwzgledniajac uwage 3.1 (str. 53), bez trudu uzasadnimy ponizsze wlasnosci:

- (ﬁ) = o = T =

> () =memm = ma s w1t

> (711) = T = (n<n_ 1)1!).!71 -

B (Z) = o = R = TR (nnk>

o

(nn1> B (711> -

Symbol Newtona jest zwiazany z trojkatem Pascala, ktorego fragment prezentujemy
ponizej:

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

1 1 4 6 4 1

) 1 5 10 10 ) 1

6 1 6 15 20 15 6 1
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Troéjkat Pascala to nieskoniczona tréjkatna tablica liczb, w ktoérej element w wierszu
n na pozycji k jest réwny (Z), przy czym zaréwno wiersze jak i elementy w wierszach
numerujemy od 0. Zauwazmy, ze na bokach trdéjkata znajduja sie wylacznie liczby 1,
natomiast kazda liczba w jego wnetrzu jest suma dwoch liczb stojacych po jej obu stronach
w wierszu bezposrednio powyzej. Obserwacje ta obrazuje wzor:

n n—1 n—1
= k .
()= (o) (1) osren
Przyktad 3.4. Poréwnajmy ponizsze przyktady z przyktadem 3.3 (str. 54):

5
1. element w wierszu nr 5 na pozycji nr 3 jest réwny <3) = 10.

6
2. element w wierszu nr 6 na pozycji nr 4 jest rowny <4) = 15.

Na zakonczenie tego podrozdziatu przedstawimy dwumian Newtona, czyli wzor
opisujacy wyrazy rozwiniecia poteg sumy dwoch liczb, prawdziwy dla dowolnych a,b € R
oraz n € N:

(a+b)" = zn: (Z) a" R =

k=0

_ (™) n—-030 ) n_1;1 Y\ n-2;2 ,
<O)a b+<1>a b+(2>a b+ -+
_|_< n >an(n1)bn1 + (n> Ay =
n—1 n

n) a2 4+ -+ nab™ "t + b7,

n n—1
= b
a” +na + (2

Przyklad 3.5. Korzystajac z powyzszego wzoru, mozemy rozwina¢ ponizsze wyrazenia:

2 2 2

(0) a? %0 + <1> a® ! + (2) a?72p? = a® + 2ab + b
3 3—010 3 3—131 3 3—2312 3 3—313 __
(O>a b+<1>a b+2a b+3a b’ =

= a® 4 3a%b + 3ab® + V3.

4 4 4 4 4
3. (a+b)t= (O> a0 + <1> a*~ 1ot + (2) a*™?p? + <3) a3 + <4> at™t =

= a* 4 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*.

L. (a+b)?

2. (a+0b)?

Zawazmy, ze wspotczynniki wystepujace w powyzszych wyrazeniach to kolejne elementy
trojkata Pascala (str. 54) odpowiednio w wierszach 2, 3 i 4.
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3.2. Wariacje, permutacje i kombinacje

W tym podrozdziale oméwimy po kolei podstawowe pojecia stuzace do zliczania ele-
mentéw zbioréw skoniczonych: wariacje, permutacje i kombinacje. Kazde z tych poje¢
wystepuje w dwoch wariantach: bez powtorzen i z powtoérzeniami. W rozwazanych przy-
ktadach odpowiedzi moga by¢ duzymi liczbami, dlatego nie jest konieczne, aby podawaé
ostateczne wyniki w postaci konkretnych liczb, wystarcza odpowiednie wyrazenia.

Definicja 3.6. Wariacja k-elementowa bez powtorzen zbioru n-elementowego A, gdzie
k < n, nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag réznowarto$ciowy, ktorego wyrazami sg ele-
menty zbioru A.

Liczba wszystkich réznych k-elementowych wariacji bez powtoérzen zbioru n-elemen-
towego, gdzie n, k € N, k < n, jest rowna

vk n!

= (3.1)

Przyklad 3.7. Babcia ma 5 wnuczat i kupita w sklepie 8 roznych czekolad. Na ile sposo-
béw Babcia moze obdarowaé dzieci stodyczami, jesli kazde dziecko ma otrzymaé dokltadnie
1 czekolade?

Skoro Babcia rozdaje czekolady, zatem ich zbior bedzie naszym A = {c1,¢a, ..., cs}.
Jesli ustalimy pewna kolejnosé dzieci (np. od najmlodszego do najstarszego), przykladowy
sposob obdarowania wnuczkéw przez Babcie moze byé nastepujacy: pierwsze dziecko do-
staje czekolade c3, drugie dostaje czekolade ¢y, trzecie otrzymuje czekolade cg, a czwarte
i piate zostaja obdarowane odpowiednio czekoladami cs i c7. Taki przydzial mozemy zapi-
sa¢ zwiezle w postaci ciagu: (cs, ¢1, ¢s, ¢35, ¢7) — jest to 5-wyrazowy ciag roznowartosciowy,
ktorego wyrazami sa elementy zbioru A. Zatem mamy tu n = 8 oraz k = 5. Zgodnie
z wzorem (3.1) liczba takich wariacji bez powtorzen wynosi

5 8! 8!
Vg = ®—5) 3 =4-5-6-7-8=6720.
Do tego samego wyniku mozemy dojs$é¢ dzieki nastepujacemu, elementarnemu rozumowa-
niu: wybierajac czekolade dla pierwszego wnuczka Babcia moze dokonaé¢ wyboru sposrod
8 roznych czekolad; przy drugim dziecku jej mozliwo$é wyboru zmniejsza sie juz do 7
rodzajow, przy kolejnych dwoch wnuczkach Babcia moze wybraé czekolade odpowiednio
na 6 i 5 sposobéw, a ostatni wnuczek moze otrzymaé jedna z 4 pozostalych czekolad.
Mnozac przez siebie ilo§¢ mozliwych wyboréw w kolejnych krokach otrzymujemy liczbe
wszystkich wariacji
8-7-6-5-4=06720.

Definicja 3.8. Wariacja k-elementows, z powtoérzeniami zbioru n-elementowego A
nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag, ktérego wyrazami sg elementy zbioru A.

Liczba wszystkich réznych k-elementowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elemen-

towego jest réwna
V= nk,  gdzie n,k € N. (3.2)

n
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Przyklad 3.9. Alicja ma do rozwigzania test ztozony z 9 pytan. Pod kazdym pytaniem
moze zakresli¢é jedna z 3 odpowiedzi (a, b lub ¢), lub tez moze pozostawi¢ pytanie bez
zakreslania odpowiedzi (bzo). Na ile sposobow Alicja moze rozwiazaé test?

Przy kazdym pytaniu zbiér mozliwych wyboréw Alicji jest taki sam: bedzie to nasz
zbior A = {a,b, ¢, bzo}. Przykladowo zatozmy, ze Alicja na pytania 3, 5 i 8 udzielita odpo-
wiedzi a, na pytania 1 i 7 udzielita odpowiedzi b, na pytania 4 i 9 udzielita odpowiedzi ¢,
natomiast pytania 2 i 6 pozostawila bez odpowiedzi. Tak wypelniony test mozemy opisac
wariacja: (b, bzo, a, ¢, a,bzo,b, a, c) — 9-wyrazowym ciagiem, ktorego wyrazami sg elementy
zbioru A. Zatem mamy tu n = 4 oraz k = 9, za$ liczba takich wariacji z powtorzeniami,
zgodnie z wzorem (3.2, str. 56), wynosi

V=49 = 262 144.

Inny sposéb rozwigzania tego zadania polega na zauwazeniu, ze na kazde z dziewieciu
pytan mozna udzieli¢ odpowiedzi na 4 sposoby, a nastepnie na przemnozeniu liczby moz-
liwosci dla kolejnych pytan

4-4-4-4-4-4-4-4-4=4°=262144.

Definicja 3.10. Permutacjg bez powtoérzen zbioru n-elementowego A nazywamy
kazdy n-wyrazowy ciag utworzony ze wszystkich elementéw tego zbioru, czyli kazde upo-
rzadkowanie jego elementow.

Liczba wszystkich réznych permutacji bez powtorzen zbioru n-elementowego jest réwna
P,=n!, gdzie neN. (3.3)

Przyklad 3.11. W galerii przygotowywana jest wystawa malarstwa. Na pewnej $cianie
nalezy zawiesi¢ w rzedzie 8 wybranych juz obrazéw Picassa. Na ile sposobéw mozna to
zrobic¢?

W tym zadaniu zbior A to zbior obrazow: A = {01, 09, ..., 0s}. Wieszajac kolejno od
lewej obrazy: o5, 0g, 02, 07, 01, 0g, 03, 04 otrzymujemy przykladowa permutacje bez powto-
rzen: (os,0s,02,07,01,06,03,04), czyli 8-wyrazowy ciag, ktorego wyrazami sg wszystkie
elementy zbioru A. Poniewaz mamy n = 8, zatem liczba permutacji bez powtoérzen, zgod-
nie z wzorem (3.3), jest rowna

Py = 8! =40320.

Mozemy takze spojrze¢ na ten problem w nieco inny sposob. Wystarczy zauwazy¢, ze
na pierwsze miejsce na Scianie mozemy wybraé¢ dowolny z 8 obrazéw, nastepnie na dru-
gie miejsce mozemy wybra¢ jeden z 7 pozostalych obrazéw, na trzecim miejscu mozemy
umiesci¢ jeden z 6 niewybranych jeszcze obrazéw, ..., na przedostatnie miejsce mozemy
wybraé jeden z dwoch obrazéw, a na ostatnim miejscu wieszamy ostatni obraz. Mnozac
mozliwosci w kolejnych krokach otrzymujemy catkowita liczbe permutacji

8:7-6-5-4-3-2-1=28!=40320.
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Definicja 3.12. Permutacja n-elementowa z powtdrzeniami k-elementowego zbioru
A = {ay,aq, ...,a}, w ktorej element a; wystepuje ny razy, element ay wystepuje ns
razy, ..., element ap wystepuje ny razy, gdzie ny + ng + - - - + ng = n, nazywamy kazdy
n-wyrazowy ciag, w ktorym element a; wystepuje n; razy dla i € {1, ..., k}.

Wystepujace w powyzszej definicji liczby n; nazywamy krotnosciami elementéw a;
w permutacji z powtérzeniami. Liczba wszystkich réznych n-elementowych permutacji
z powtorzeniami o krotnosciach ny,ng, ..., ng € N, ny +ng + - - - + ni = n, jest réwna

n!
Pn1,n27~--77lk —
n

nil-nal -l (34)
Przyklad 3.13. Na ile sposob6w mozna utozyé¢ w szeregu na sklepowej pdlce 4 soki po-
maranczowe (p), 5 jabtkowych (), 3 ananasowe (a) oraz 6 grejpfrutowych (g), zaktadajac,
ze soki 0 tym samym smaku sa nierozréznialne?

Przyktadowe ustawienie sokow moze by¢ takie: sok pomararnczowy stoi na pozycjach
(liczac od lewej) 7, 8, 131 15, sok jabtkowy stoi na pozycjach 1, 5,9, 141 17, sok ananasowy
stoi na pozycjach 2, 4 i 10, za$ sok grejpfrutowy stoi na pozycjach 3, 6, 11, 12, 16 i 18.
Mozemy zapisaé takie ustawienie w postaci ciagu (J, a, g, a, 5, 4,0, D, J, @, G, G, Dy Js Dy G5 35 9)s
ktorego wyrazy sa elementami zbioru A = {p, j,a, g} rodzajow sokow. Ciag ten ma 18
elementéw, zas elementy p, j, a i g wystepuja w tym ciagu odpowiednio 4, 5, 3 i 6 razy.
Liczba takich permutacji z powtérzeniami, zgodnie z wzorem (3.4), wynosi

18!

4,5,3,6 _ _

P =0l 514 594 080.

Definicja 3.14. Kombinacja k-elementows bez powtodrzen zbioru n-elementowego A,
k < n, nazgywamy kazdy podzbior k-elementowy tego zbioru.

Liczba wszystkich réznych kombinacji k-elementowych bez powtorzen zbioru n-ele-
mentowego jest rowna

|
ck = (n) = k'(nni gdzie k <n, n,k € N. (3.5)

Przyklad 3.15. Na przyjeciu bylo 14 znajomych. Ile wymieniono usciskéw dloni, jesli
kazdy przywital sie z kazdym?

Oznaczmy zbiér znajomych jako A = {21, 22, ..., 214}. Kazdy uscisk dloni angazuje
pare znajomych: na przyktad, jesli rece podalty sobie osoby zg i 211, to mamy dwuelemen-
towa kombinacje bez powtorzen postaci {zg, z11}. Stad n = 14 oraz k = 2, a zatem wzor
(3.5) mowi nam, ze liczba takich kombinacji bez powtorzeni jest rowna

14 14! 14! 13-14
C?, = = = = =91,
1 (2) 21(14 —2)! — 2! 12! 2
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Przed kolejng definicja wprowadzimy nieformalnie pojecie multizbioru, ktére mozna
traktowaé jako uogoélnienie pojecia zbioru. W multizbiorach, podobnie jak w ciggach,
elementy moga wystepowaé wiecej niz jeden raz, a dwa multizbiory uznajemy za réwne,
gdy krotnosci tych samych elementow sa roéwne. Jednakze w odréznieniu od ciagow, zas
podobnie jak to jest ze zbiorami, nie jest istotna kolejnosé w jakiej wypiszemy elementy
multizbioru. Na przykltad, multizbiory {a, a,b, ¢} oraz {b, a, ¢, a} uznajemy za identyczne,
gdyz wystepuja w nich te same elementy z tymi samymi krotnosciami, za§ multizbior
{a,b, ¢}, bedzie od nich rozny, gdyz krotnosé elementu a w tym zbiorze jest inna.

Definicja 3.16. Kombinacja k-elementows z powtoérzeniami zbioru n-elementowego
A ={ay,aq, ...,a,} nazywamy kazdy taki ciag (k1,ka, ..., kn), 2e k1 +ka+---+kn =k,
gdzie k; € Ngdlai € {1, ,’I”L}.

Zdefiniowana powyzej kombinacje z powtérzeniami mozemy interpretowaé jako mul-
tizbior zawierajacy k elementéw, w ktorym element a; wystepuje z krotnoscig k;, dla

1 € {1, ...,n}. Liczba wszystkich roznych k-elementowych kombinacji z powtorzeniami
zbioru n-elementowego jest rowna
— k—1 k—1
n—

Przyktad 3.17. Ile réznych zestawdéw zawierajacych po 7 balonéw mozna utworzyé, ma-
jac do dyspozycji dowolna liczbe balonow czerwonych (¢), zielonych (2) i niebieskich (n)?
Zakladamy, ze balony tego samego koloru sa nierozréznialne.

Przyjmijmy za A = {c, z,n} zbiér koloréw balonéw. Przykltadowy zestaw moze zawie-
raé 2 balony czerwone, 3 balony zielone i 2 balony niebieskie, co daje nam 7-elementows
kombinacje z powtorzeniami zbioru kolorow balonoéw postaci (2, 3,2), a wiec 3-wyrazowy
ciag, w ktorym 2 + 3 + 2 = 7. Innym przykladem moze by¢ kombinacja (4,0, 3), czyli
3-wyrazowy ciag, w ktérym 4 + 0+ 3 = 7, ktéry interpretujemy jako zestaw, w ktérym 4
balony sa czerwone, 3 balony sa niebieskie, natomiast nie ma balonéw zielonych.

W zadaniu mamy wiec k = 7 oraz n = 3, zatem wzor (3.6) moéwi nam, ze liczba takich
kombinacji z powtoérzeniami wymnosi

7 (3+7-1 9 9! 9 8.9
C?’_( 3-1 )‘(2)‘2!(9—2)!‘2!7!‘_36'

3.3. Prawo mnozenia i prawo dodawania

W tym podrozdziale oméwimy kolejne dwa narzedzia stuzace do zliczania elemen-
toéw zbioréw skoriczonych: prawo mnozenia i prawo dodawania. Przypomnijmy, ze pojecie
iloczynu kartezjanskiego zdefiniowaliémy w podrozdziale 1.3 (definicja 1.19, str. 16).

Twierdzenie 3.18. (Prawo mnozenia) Jesli Ay, As, ..., A, sq zbiorami skoriczonymi, to
Przyktad 3.19. Jesli A; = {1,2,3}, A2 = {a,b}, 43 ={2,3,b,c}, to

|A1><A2XA3|:‘A1||A2||A3‘:324:24
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Przykltad 3.20. Emil postanowil zjes¢é w barze obiad ztozony z zupy, drugiego dania,
suréwki i ciastka. Na ile sposobéw Emil moze skomponowaé swoj positek, jesli w barze
ma do wyboru 2 rézne zupy, 10 réznych drugich dan, 7 réznych suréwek i 3 rézne ciastka?

W tym zadaniu zbiér A; to zbioér zup, As to zbior drugich dan, Az to zbiér suréwek,
Ay to zbior ciastek, n = 4. Oznaczmy zbioér zup jako A; = {z1, 22}, zbior drugich dan
jako Ag = {d;,ds, ...,d1o}, zbiér surowek jako As = {s1, s2, ..., s7}, zbior ciastek jako
Ay = {ecq, ¢, c3}. Przyktadowy obiad Emila mozemy opisaé jako (22, ds, 84, ¢3), co oznacza,
ze Emil wybral zupe nr 2, drugie danie nr 5, suréwke nr 4 i ciastko nr 3. Korzystajac
z wzoru (3.7), str. 59, mozemy obliczy¢ liczbe wszystkich mozliwych réznych obiadéow
Emila:

|A1 XAQ XA3 XA4| :|A1‘|A2||A3||A4| =2-10-7-3 = 420.

Twierdzenie 3.21. (Prawo dodawania) Jesli Ay, As, ..., A, sq zbiorami skoriczonymi
parami roztgeznymi, to znaczy A; N A; =@ dlai # j, to
AT UA U+ UA,| =|A1] + |42+ - + |44 (3.8)

Przyklad 3.22. Dla zbiorow A; = {1,2,3}, Ay = {5,7}, A5 = {4,9}, mamy oczywiscie
A1NAy =A1NA3 = Ay N A3 = @, zatem mozemy zastosowaé¢ prawo dodawania, skad
Przyklad 3.23. Ile mozna utworzy¢ komisji sktadajacych sie z 4 0s6b wybranych sposrod
9-osobowej grupy, jesli dwie osoby z tej grupy, Agnieszka i Bogdan, nie chcg byé¢ w tej
samej komisji?

Zauwazmy, ze kazda komisja jest podzbiorem danej grupy oséb. Stad liczba wszyst-
kich czteroosobowych komisji jest réwna liczbie 4-elementowych kombinacji bez powto-
rzent zbioru 9-elementowego, czyli () (definicja 3.14 i wzér (3.5), str. 58). Jednakze nas
interesuje liczba komisji spetniajacych dodatkowy warunek: nie moga do nich zostaé jed-
noczes$nie wybrani Agnieszka i Bogdan. Zauwazmy, ze wsrod komisji spelniajgcych ten
warunek mozemy wyrédznié trzy podzbiory:

e A; — zbiér komisji, do ktérych nalezy Agnieszka i w ktorych nie ma Bogdana,
e Ay — zbiér komisji, do ktérych nalezy Bogdan i w ktérych nie ma Agnieszki,
e Az — zbior komisji, w ktérych nie ma ani Agnieszki, ani Bogdana.
Zbiory te sa parami roztaczne, poniewaz dotycza sytuacji, ktore nawzajem sie wykluczaja.
Zauwazmy, ze:
|A1] = (;), poniewaz wybieramy 3 osoby (Agnieszka jest juz wliczona do rozwazanych

komisji) sposrod 7 oséb (pomijamy Agnieszke i Bogdana),

|As| = ), poniewaz wybieramy 3 osoby (Bogdan jest juz wliczony do rozwazanych

3
komisji) sposrod 7 osob (pomijamy Agnieszke i Bogdana),

7
|As| = ( 4), poniewaz wybieramy do kazdej komisji 4 z 7 0sob (pomijamy Agnieszke

i Bogdana).

Zatem stosujac wzor (3.8), liczba wszystkich mozliwych 4-osobowych komisji wybranych
sposréd grupy 9 osob, do ktérych nie naleza jednoczesnie dwie ustalone osoby, jest réwna

7 7 7
‘A1 UAQUAS‘ = |A1| + |A2| + ‘A3| = (3> + <3> + <4> = 105.
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3.4. Problemy rézne

Podczas rozwiazywania zadan kombinatorycznych mozna spotkaé wiele sytuacji, ktore
nie daja sie wpisaé wprost w schematy zaprezentowane w podrozdziatach 3.2 i 3.3. Zwykle
rozwiazywanie takich probleméw wymaga pewnego doswiadczenia (stad tak wiele zadan
w podrozdziale 3.6) oraz umiejetnosci w dobieraniu odpowiednich narzedzi. W tym pod-
rozdziale przedstawimy na przyktadach kilka praktycznych wskazowek, ktore moga pomoc
w rozwiazywaniu zadan kombinatorycznych, niekoniecznie standardowych.

Na poczatek zwro¢my uwage na fakt, ze podstawowa kwestia jest nalezyte zrozumienie
problemu, poniewaz jest nierzadko rozwiazanie zadania nie wymaga wykonywania zadnych
obliczen, a odpowiedz jest natychmiastowa!

Przyklad 3.24. Na ile roéznych sposobéw mozna wlozyé 6 réznych kartek swigtecznych
do 10 identycznych kopert? Do koperty wktadamy co najwyzej 1 kartke, niektére koperty
moga pozostaé puste.

Poniewaz wszystkie koperty sa identyczne, kazde rozmieszczenie kartek w kopertach
bedzie nieodréznialne od innych, zatem odpowiedz brzmi: jest tylko 1 sposéb.

Przyktlad 3.25. Na ile sposobéw mozna wlozyé¢ 9 identycznych zdjeé¢ do 8 identycznych
ramek? Kazda ramka moze zawiera¢ co najwyzej 1 zdjecie, zadne zdjecie nie moze zostac
bez rambki.

Poniewaz zdje¢ jest wiecej niz ramek, nie mozna rozmiesci¢ zdje¢ w ramkach tak, by
kazda ramka zawierala co najwyzej 1 zdjecie. Zatem odpowiedZ brzmi: 0 sposobdéw.

W kolejnych dwoch przyktadach przeanalizujemy cztery sytuacje, w ktérych istotna
role odgrywa kolejnosé.

Przyklad 3.26. W klasie jest 27 os6b: 15 dziewczat i 12 chlopcéw. Na mikotajki klasa
zorganizowala dla siebie loterie fantowa z 27 losami, wsrod ktorych jest doktadnie 5 losow
z nagrodami. Na ile sposob6w mozna wybra¢ 3 uczennice i 2 uczniow, ktorzy wylosowali
nagrody, jezeli:

a) nagrody sa identyczne?

Niech A; bedzie rodzing 3-elementowych podzbioréw zbioru ztozonego z 15 dziewczat,
zas$ As bedzie rodzing 2-elementowych podzbioréw wybranych ze zbioru 12 chtopcow.
Elementy zbiorow A; i Az sa kombinacjami bez powtorzen, zatem mamy |A;| = (135),
|As| = (122) (definicja 3.14 1 wzor (3.5), str. 58). Aby uzyskaé¢ koricowa odpowiedz
zauwazmy, ze kazda piatke uczniéw otrzymujacych nagrode mozemy otrzymaé taczac
dowolng trojke dziewczat ze zbioru A; z dowolna dwdjka chlopcow ze zbioru As.
Mamy zatem do czynienia z przypadkiem prawa mnozenia (twierdzenie 3.18, str. 59),

co oznacza, ze ostateczna odpowiedz to: |A; x As| = |A1| - |A2| = (135) : (122).

b) nagrody sg parami r6zne?

Zgodnie z poprzednim punktem piatke dzieci, ktéore otrzymaja nagrode mozemy wy-
braé¢ na (135) . (122) sposobow. Zaktadajac, ze nagrody sa ponumerowane od 1 do 5,
w grupie dzieci ze zwycieskimi losami réwniez nalezy ustali¢ kolejnosé, tak by pierw-
szy uczen otrzymal pierwsza nagrode, drugi wygral nagrode nr 2, itd. Uporzadkowanie
zbioru to permutacja bez powtorzeni (definicja 3.10 i wzor (3.3), str. 57), a zatem mo-

zemy to zrobié¢ na 5! sposobow. Otrzymujemy ostateczng odpowiedz: (135) : (122) -5l
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Przyktlad 3.27. Klasa sklada sie z 20 oséb. Nauczycielka postanowita zorganizowaé prace
w 5 grupach po 4 osoby kazda. Na ile sposobé6w mozna dokonaé¢ podziatu, jezeli:

a) grupy sa ponumerowane od 1 do 57

W tym zadaniu mamy do czynienia z wyznaczaniem 5 kombinacji bez powtorzeni (defi-
nicja 3.14 1 wzor (3.5), str. 58) jako kolejnych grup. Grupe nr 1 mozna wybraé¢ na (240)
sposobow, grupe nr 2 mozna wybraé na (146) sposob6w, grupe nr 3 mozna wybraé na
(f) sposob6w, grupe nr 4 mozna wybraé¢ na (i) sposobo6w, grupe nr 5 mozna wybraé

na (i) sposobow. W zwigzku z powyzszym odpowiedZ brzmi (240) . (146) . (f) ) (i) : (i).
b) grupy nie sa ponumerowane?

Zgodnie z powyzszym liczba ponumerowanych grup jest rowna (240) . (T) . (142) . (i) . (3).
Zauwazmy, ze dla kazdego podziatu klasy na 5 nienumerowanych grup po 4 osoby,
mozemy tym grupom przydzieli¢ numery, czyli uporzadkowaé¢ grupy, na dokladnie
5! sposobow (permutacja bez powtorzen, definicja 3.10 i wzor 3.3, str. 57). Zatem po
usunieciu numeracji te 5! sposob6éw daje nam ten sam podziat klasy na nienumerowane

grupy. W zwiazku z powyzszym odpowiedZ brzmi (240) . (146) . (142) . (Z) . (i)/ 5!

Poréwnajmy ten przyktad z przyktadem 3.26 (str. 61). W podpunkcie 3.26a wybie-
ramy dwa podzbiory: podzbiér 3 dziewczat i podzbiér 2 chlopcow, ale sa to podzbiory
dwoéch réznych zbioréw — zbioru 15 dziewczat i zbioru 12 chltopcow. W podpunkcie 3.27a
wybieramy kolejne 4-osobowe grupy, ale sa to podzbiory tego samego zbioru 20 os6b w kla-
sie, dlatego w kolejnych krokach, przy wyborze os6b do grup nr 2, 3, 4 i 5, zmniejsza sie
liczba 0s6b sposréd ktorych wybieramy. W tego typu zadaniach zawsze nalezy zwracaé
szczegblng uwage na zbiory, z ktoérych wybieramy podzbiory.

Zauwazmy, ze w tym przykladzie mozliwe sa alternatywne rozwigzania. I tak, w pod-
punkcie a) mozemy rozpozna¢ permutacje z powtoérzeniami: kazdemu z n = 20 uczniow
przyporzadkowujemy numer jednej z k = 5 grup, przy czym zadamy, by numer kazdej
grupy pojawial sie 4 razy: ny = ng = n3g = ng = ns = 4, co daje nam rezultat (defi-
nicja 3.12, wzor 3.4, str. 58): 20!/(4!4!4!14!4!). Dla podpunktu b) mozemy przeprowadzi¢
nastepujaca konstrukcje. Pierwszy uczeni musi nalezeé do jakiejs grupy. Sposrod pozosta-
tych 19 uczniow wybieramy 3 pozostalych czltonkéw tej grupy na (139) sposobow. Pierwszy
z pozostalych uczniéw nalezy do innej grupy, a sposréd 15 nierozwazanych jeszcze uczniow

dobieramy 3 czltonkéw na (135) sposobow. Kontynuujac, w kolejnych grupach mamy (131),

(g) i (g) = 1 mozliwosci wyboru. Ostatecznie podzialu na nienumerowane grupy mo-

zemy dokonaé na (139) . (135) . (131) . (;) sposobow. Zachecamy czytelnika do sprawdzenia

(w dowolny sposob), ze wyniki te sa rowne wynikom uzyskanym wczesniej.

Kolejne cztery przyklady pokazuja, jak istotna jest kolejnosé losowania oraz fakt, czy
losowane obiekty sa rozréznialne.

Przyklad 3.28. W pudetku jest 9 kul bialych i 7 kul czarnych. Na ile sposobéw mozna
z tego pudelka wylosowaé bez zwracania 6 kul, wsrod ktorych beda 2 kule biale i 4 czarne?
Zakladamy, ze kule tego samego koloru sa nierozréznialne, a kolejno$¢ losowania jest
istotna.

W tym zadaniu mamy do czynienia z przypadkiem permutacji z powtorzeniami (defi-
nicja 3.12 1 wzor (3.4), str. 58). Zbior A = {b,c} to zbior kolorow, k =2, n = 6, n; = 2,
ne = 4. Zauwazmy, ze liczby 9 i 7 nie maja tutaj wplywu na odpowiedz, poniewaz lo-
sujemy 2 kule biale sposréd 9 identycznych oraz 4 kule czarne sposréd 7 identycznych.

W zwiazku z powyzszym odpowiedz brzmi %.
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Przyktad 3.29. W pudetku jest 9 kul bialych i 7 kul czarnych. Na ile sposobéw mozna
z tego pudetka wylosowaé bez zwracania 6 kul, wsrod ktorych beda 2 kule biate i 4 czarne?
Zakladamy, ze kule tego samego koloru sg nierozroéznialne, a kolejno$¢ losowania jest
nieistotna.

Chcemy wybraé¢ 2 kule biate z 9 dostepnych. Poniewaz kule sg nierozréznialne, mamy
na to tylko 1 sposéb. Podobnie w przypadku kul czarnych, poniewaz kule sa nieroz-
réznialne, mamy tylko 1 sposéb na wybranie 4 kul z 7 dostepnych. Poniewaz kolejnosé¢
losowania réwniez jest nieistotna, zatem jest tylko 1 spos6éb wylosowania takiego zestawu
kul.

Przyklad 3.30. W pudetku jest 9 kul bialych i 7 kul czarnych. Na ile sposobéw mozna
z tego pudetka wylosowaé bez zwracania 6 kul, wsrod ktorych beda 2 kule biate i 4 czarne?
Zaktadamy, ze kule tego samego koloru sa rozréznialne, lecz kolejnosé losowania jest
nieistotna.

Zadanie to jest analogiczne do przyktadu 3.26a (str. 61), a zatem odpowiedz to (g) . (Z)

Przyktad 3.31. W pudetku jest 9 kul bialych i 7 kul czarnych. Na ile sposobéw mozna
z tego pudetka wylosowaé bez zwracania 6 kul, wsrod ktorych beda 2 kule biate i 4 czarne?
Zaktadamy, ze kule tego samego koloru sa rozréznialne, a kolejnosé losowania jest
istotna.

Zadanie to jest analogiczne do przykladu 3.26b (str. 61), wiec odpowiedz to (3)- () -6!.

Na koniec tego podrozdzialu pokazemy na przyktadach, ze w niektorych zadaniach
warto wpierw rozwazy¢ warunek przeciwny do opisywanego w danym problemie.

Przyklad 3.32. W pewnej grupie 10 osob jest Cezary i Daria. Ile jest sposobow usta-
wienia tych osob w szeregu, tak aby Cezary i Daria nie stali obok siebie?

Uporzadkowanie zbioru to permutacja bez powtorzen (definicja 3.10 i wzor (3.3),
str. 57), stad sposobéw na ustawienie 10 os6b w szeregu wynosi 10!. Zastanoéwmy sie,
ile jest mozliwych sytuacji, w ktorych Cezary i Daria stojg obok siebie. Mozemy zalozy¢,
ze Cezary i Daria trzymaja sie za rece i permutujemy taka pare z pozostalymi 8 osobami,
co daje nam 9! mozliwosci. Zauwazmy jeszcze, ze Cezarego i Darie mozemy ustawi¢ w ob-
rebie ich pary na 2 sposoby. Stad jest 2 - 9! mozliwosci na ustawienie 10 os6b w szeregu,
tak aby Cezary i Daria stali obok siebie. Jesli interesuje nas sytuacja przeciwna, w ktorej
Cezary i Daria nie stoja obok siebie, wystarczy odjaé¢ otrzymany wynik od wszystkich
mozliwosci ustawienia calej grupy w szereg, czyli 10! — 2 - 9!.

Przyklad 3.33. Rzucamy trzema szeSciennymi kostkami do gry: z6lta, czerwong i zie-
lona. Ile jest mozliwych sytuacji, w ktorych iloczyn liczby oczek wyrzuconych na kostkach
jest podzielny przez 37

Wynik rzutu trzema réznymi kostkami mozemy traktowaé jako wariacje z powtorze-
niami (definicja 3.8 1 wzor (3.2), str. 56). Tu zbior A = {1,2,3,4,5,6} oznacza mozliwe
wyniki rzutu jedna kostka. Poniewaz n = 6 oraz k = 3, zatem liczba wszystkich mozli-
wosci jest rowna 63. Iloczyn jest podzielny przez 3, gdy dowolny sktadnik iloczynu dzieli
sie przez 3. Rozwazmy warunek przeciwny: aby iloczyn liczby oczek na trzech kostkach
nie byl podzielny przez 3, wynik na kazdej kostce nie moze dzielié¢ sie przez 3, czyli musi
naleze¢ do zbioru A’ = {1,2,4,5}. Stad liczba wszystkich rzutéw trzema kostkami przy
ktorych iloczyn liczby oczek nie jest podzielny przez 3 jest réwna 43 (ponownie wariacja
z powtdrzeniami, n’ = |A’| = 4, k¥’ = 3). Aby otrzymaé liczbe mozliwosci kiedy iloczyn
liczby oczek jest podzielny przez 3, wystarczy odjaé otrzymany wynik od liczby wszystkich
mozliwych wynikéw rzutu 3 kostkami: 63 — 43,
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3.5. Zasada wlaczania i wylaczania oraz zasada
szufladkowa Dirichleta

Na zakonczenie tego rozdziatu zaprezentujemy zasade wlaczania i wylaczania oraz za-
sade szufladkowa Dirichleta w najprostszej postaci. Przypomnijmy, iz jesli chcemy policzy¢
liczbe elementéw w sumie zbioréw parami roztgcznych, stosujemy prawo dodawania 3.21
(str. 60). Jesli zbiory nie sa parami roztaczne, potrzebujemy dodatkowego narzedzia.

Twierdzenie 3.34. (Zasada wlaczania i wylaczania) Jesli Ay, Aa, ..., A, sq zbiorami
skoriczonymi, to

n

U

i=1

= A UAyU---UA,| =

n n n n
=D A= D AN A+ DD JANA N A =+ (D)) Al (3.9)
i=1 i,j=1 i,9,k=1 i=1
1<j i<j<k

Wzor (3.9) jest skomplikowany. Aby zrozumieé¢, co sie za nim kryje, rozwazmy zasade
wlaczania i wylgczania dla dwoch zbiorow. Liczba elementoéw w zbiorze A1 UA5 jest zwykle
mniejsza niz |A;| + |Asz|, poniewaz elementy w czesci wspolnej A1 N Ay (szary obszar na
rysunku ponizej) sa policzone dwa razy. Aby uzyskac¢ poprawny wynik, sktadnik |A; N As|

nalezy odjac¢:
2

U

i=1

= |A1 U Ao| = |Ay| + |As| — | A1 N Ay,

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla trzech zbioréw. Liczba elementow
w zbiorze A; U Ay U Az jest na ogd! mniejsza niz suma |A;| + |Az2| + |As|, poniewaz
elementy w czesciach wspolnych A; N Ag, Ay N Az, A2 N Az (szare obszary na rysunku
ponizej) sa wliczone dwukrotnie. Zatem sktadniki [A; N Ag|, |41 N As|, |A2 N Ag| nalezy
odjac od |A1| + |Az| 4+ |As|. Jednakze wowczas elementy w czeSci wspolnej A1 N Ay N As
(ciemnoszary obszar na rysunku ponizej) zostaly w ten sposob catkowicie pominiete. Aby
to naprawic¢, sktadnik |A; N Ay N As| nalezy ponownie dodaé:

3

U4

i=1

= |A1| + |As| + |A3] — |A1 N Ag| — |A1 N A3 — |Aa N Az| + |41 N Aa N Azl (3.10)

)
. 4
8

=|A1 UAs U A3| =
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Przyktlad 3.35. W 30-osobowej klasie 20 0s6b uczy sie jezyka angielskiego, 15 0s6b jezyka
niemieckiego, a 10 oséb jezyka francuskiego. Sposrod nich 6 oséb uczy sie angielskiego
i niemieckiego, 5 os6b angielskiego i francuskiego, a 6 os6b niemieckiego i francuskiego.
Nie ma ucznia, ktory nie uczy sie zadnego jezyka. Ile 0s6b uczy sie wszystkich trzech
jezykow?

Oznaczmy przez A liczbe 0s6b uczacych sie jezyka angielskiego, przez N liczbe os6b
uczacych sie jezyka niemieckiego, przez F' liczbe oséb uczacych sie jezyka francuskiego.
Wtedy zgodnie ze wzorem (3.10, str. 64) otrzymujemy:

[AUNUF|=|A|+|N|+|F|-|ANN|—|JANF|—|NNF|+|ANNNF|,
skad
[ANNNF|=|AUNUF|—|Al = |N|—|F|+|ANN|+|ANF|+|NNF|=
=30—20-15-10+6+5+6 =2,
zatem wszystkich trzech jezykow ucza sie 2 osoby.

Ponizsze twierdzenie, choé tak proste w swej wypowiedzi, jest szeroko wykorzystywane
w wielu dziedzinach matematyki.

Twierdzenie 3.36. (Zasada szufladkowa Dirichleta) Jesli zbidr A = A; UAsU---UA,,
liczy n elementéw, gdzie n > m, to przynajmnej jeden zbior A;, i € {1, ...,n} zawiera co
najmniej 2 elementy.

Nazwa powyzszego twierdzenia nawigzuje do mniej formalnego, lecz réwnowaznego
i bardziej obrazowego sformultowania tej zasady:

Jesli n obiektow jest rozmieszczonych w m szufladach oraz n > m, to
pewna szuflada zawiera co najmniej 2 obiekty.

7 pomocy tego twierdzenia mozna na przykltad uzasadnié¢, ze w gronie 13 os6b musza
by¢ co najmniej dwie urodzone w tym samym miesiacu. W tym celu wystarczy wziac¢
12 szuflad z nazwami miesiecy i ,wktada¢” do nich osoby, ktére urodzity sie w danym
miesiacu. Poniewaz os6b jest mniej niz szuflad, to w pewnej szufladzie znajda sie 2 osoby
(lub wiecej), co oznacza, ze urodzily sie w tym samym miesigcu.

Przyklad 3.37. Uzasadnij, ze wéréd dowolnych siedmiu réznych liczb catkowitych sa
dwie liczby, ktorych suma lub réznica jest podzielna przez 10.
Niech szuflady maja etykiety:

{0}, {5}, {1,9},{2,8},{3,7},{4,6}.

Kazda z rozwazanych siedmiu liczb umieszczamy w szufladzie z etykieta zawierajaca reszte
z dzielenia tej liczby przez 10; zauwazmy, ze liczby wystepujace w etykietach szuflad
wyczerpuja wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez 10. Skoro szuflad jest 6, a liczb
7, wiec zgodnie z twierdzeniem 3.36 co najmniej jedna z szuflad zawiera przynajmniej
dwie liczby. Jesli jest to szuflada z etykieta {0} lub {5}, to liczby w tej szufladzie daja
przy dzieleniu przez 10 reszte 0 lub 5, odpowiednio, wiec zaréwno ich suma jak i réznica
jest liczba podzielng przez 10. Etykiety pozostalych szuflad sa postaci {k, 10 — k}, gdzie
k € {1,2,3,4}, 1 w przypadku, gdy to jedna z tych szuflad zawiera dwie liczby, musimy
rozwazy¢ dwa przypadki. W pierwszym przypadku, przy dzieleniu przez 10 obie liczby
daja reszte k lub obie dajg reszte 10 — k. Wéwcezas ich réznica przy dzieleniu przez 10
da reszte 0, czyli bedzie podzielna przez 10. W drugim przypadku, jedna z tych liczb ma
postaé¢ 10¢ + k, zas druga 105 + 10 — k, dla pewnych i, j € Z. Zatem ich suma ma postaé
10i +k+ 105 +10 — k = 10(i + j + 1), wiec jest liczba podzielna przez 10.
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3.6. Zadania

Wariacje bez powtorzen

Zadanie 3.1. Babcia ma 5 wnuczat i kupita w sklepie 8 réznych czekolad. Na ile sposobow
Babcia moze obdarowaé¢ dzieci stodyczami, jesli kazde dziecko ma otrzymaé¢ dokladnie
1 czekolade? (Przyktad 3.7, str. 56.)

Zadanie 3.2. W kiosku mamy do wyboru 9 rodzajow widokowek (kazda w co najmniej
4 egzemplarzach). Ile jest sposobow wystania po 1 widokéwce do 4 znajomych, tak aby
kazdy dostal inna widokéwke?

Zadanie 3.3. W pewnej fabryce postanowiono wprowadzi¢ identyfikatory dla pracow-
nikbw w niej zatrudnionych. Kazdy identyfikator ma sie sktadaé¢ z 4 réznych kolejno
zapisanych liter ze zbioru {4, B,C, D, E, F}. Ille w ten sposéb mozna utworzy¢ roznych
identyfikatorow?

Zadanie 3.4. Typujemy 3 pierwsze miejsca w zawodach, w ktoérych udzial bierze 10
sportowcow. Ile mamy mozliwosci, uwzgledniajac kolejnos¢ na podium?

Zadanie 3.5. Rzucamy 3 razy kostka do gry. Ile jest mozliwych wynikéw, w ktorych
w kazdym rzucie wypadla inna liczba oczek?

Zadanie 3.6. Rzucamy 3 kostkami do gry: zielona, czerwona i niebieska. Ile jest mozli-
wych wynikoéw, w ktorych na kazdej z kostek wypadla inna liczba oczek?

Zadanie 3.7. Na ile sposob6w mozna rozmiescié¢ 5 réoznych kwiatkow w 8 réznych wazo-
nach w taki sposoéb, ze w kazdym wazonie moze znajdowaé sie co najwyzej 1 kwiatek?

Zadanie 3.8. Na ile sposobow mozna posadzi¢ 4 osoby na 10 krzestach ustawionych
w 1 rzedzie?

Zadanie 3.9. Na ile sposobéw mozna utozy¢ 7 réznych obrusé6w na 9 ponumerowanych
stolikach?

Wariacje z powtérzeniami

Zadanie 3.10. Alicja ma do rozwiazania test ztozony z 9 pytarn. Pod kazdym pytaniem
moze zakresli¢ jedna z 3 odpowiedzi, lub tez moze pozostawié pytanie bez zakreslania
odpowiedzi. Na ile sposobow Alicja moze rozwiazaé test? (Przyklad 3.9, str. 57.)

Zadanie 3.11. Ile jest réznych liczb 9-cyfrowych (cyfry moga sie powtarzac):
a) zlozonych z cyfr {1,2,...,9}7

b) zlozonych z cyfr {1,2,...,9}, ktore niezaleznie od kierunku czytania przedstawiaja te
samay, liczbe?

Zadanie 3.12. Rzucamy 8 razy moneta otrzymujac w wyniku ciag reszek i ortow. Ile
jest mozliwych wynikoéw?
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Zadanie 3.13. Ile jest réznych sposob6w pomalowania szachownicy ztozonej z ponume-
rowanych 8 wierszy i 8 kolumn

a) dwoma kolorami, b) trzema kolorami,

jesli zaktadamy, ze kazde pole musi zosta¢ pomalowane?

Zadanie 3.14. Ile jest roéznych sposob6w pomalowania szachownicy ztozonej z ponume-
rowanych 8 wierszy i 8 kolumn

a) dwoma kolorami, b) trzema kolorami,

jesli nie wszystkie pola muszg zosta¢ pomalowane?

Zadanie 3.15. W kiosku mamy do wyboru 9 rodzajow widokowek (kazda w co najmniej
4 egzemplarzach). Ile jest sposobow wystania po 1 widokoéwce do 4 znajomych?

Zadanie 3.16. Jaka jest maksymalna liczba réznych znakéw, ktére mozna utworzyé
w alfabecie Braille’a? Znak sklada sie z co najmniej jednego i nie wiecej niz szesciu
wypuklych punktéow utozonych w trzy wiersze i dwie kolumny.

Zadanie 3.17. Uczestnik zakladéw totalizatora pitkarskiego na jednym kuponie typuje
wyniki 12 spotkan pitkarskich. Mozliwe wyniki to: zwyciestwo gospodarzy, remis, zwy-
ciestwo goéci. Ile co najmniej kuponéw nalezy wypelni¢, aby mieé¢ pewnos$¢ uzyskania
12 trafien, czyli prawidlowego wytypowania wynikow wszystkich 12 spotkan?

Zadanie 3.18. Cylindryczny zamek cyfrowy ma 4 wspoétosiowe pierscienie, na kazdym
z nich znajduje sie po 10 cyfr. Przy pewnym ustawieniu cyfr zamek mozna otworzy¢.
Ile prob trzeba podja¢ w najbardziej niesprzyjajacym przypadku, aby otworzyé¢ zamek?

Zadanie 3.19. Kazdy z 12 skazanych ma by¢ osadzony w jednym z 7 zakladow karnych.
Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ skazanych w tych zaktadach?

Zadanie 3.20. Do domku na drzewie Krzysia prowadza schody zlozone z 8 stopni. Na ile
sposobow Krzys moze pomalowaé¢ schody majac do dyspozycji farby: seledynows, zolta,
pomaranczowa, czerwong, i fioletowa? Zakladamy, ze jeden stopienn ma by¢ w calosci po-
malowany jednym kolorem.

Zadanie 3.21. Ile réznych sznuréw ztozonych z 11 korali mozna zbudowaé¢, majac do
dyspozycji dowolng liczbe koralikow czerwonych, bialych, niebieskich i zielonych? Korale
w tym samym kolorze sa nierozroznialne. Rozrézniamy prawy i lewy koniec sznurka.

Zadanie 3.22. Rzucamy 3 razy kostka do gry, zapisujac liczbe oczek po kazdym rzucie
i otrzymujac w wyniku ciag trzech liczb.

a) Ile jest wszystkich mozliwych wynikow?

b) Ile jest wynikow, w ktorych w kazdym rzucie wypadta liczba parzysta?
Zadanie 3.23. Rzucamy 3 kostkami do gry: zielona, czerwona i niebieska.
a) Ile jest wszystkich mozliwych wynikow?

b) Ile jest wynikow, w ktorych na kazdej kostce wypadta liczba parzysta?

Zadanie 3.24. Ile jest wszystkich podzbioréw zbioru 17-elementowego? Poréwnaj to
zadanie z przykladem 1.12 (str. 14).
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Zadanie 3.25. Na kluczu jest wyztobionych 9 rowkéw. Kazdy z rowkéw ma gltebokosé
od 0 mm do 7 mm ze skokowsa zmiang glebokosci 1 mm. Ile réznych kluczy mozna wy-
produkowag?

Zadanie 3.26. Na ile sposoboéw mozna rozmiesci¢ 20 roznych jablek w 5 ponumerowanych
skrzynkach, zakladajac, ze niektoére skrzynki moga pozostaé¢ puste?

Permutacje bez powtoérzen

Zadanie 3.27. W galerii przygotowywana jest wystawa malarstwa. Na pewnej $cianie
nalezy zawiesi¢ w rzedzie 8 wybranych juz obrazéw Picassa. Na ile sposobéw mozna to
zrobi¢? (Przyktad 3.11, str. 57.)

Zadanie 3.28. Ile jest roznych liczb 9-cyfrowych zlozonych z cyfr: 1,2, ...,9, w ktorych
zadna cyfra nie powtarza sie?

Zadanie 3.29. Bartek ma 4 siostry. Na ile sposob6w moze wreczy¢ tulipana, stonecznika,
lilie 1 gozdzika swoim siostrom, jesli kazda dziewczyna ma otrzymaé doktadnie 1 kwiatka?

Zadanie 3.30. Na ile sposobow grupa zlozona z 7 os6b moze sie ustawi¢ w kolejce do
kasy biletowe;j?

Zadanie 3.31. Justyna ma w mieszkaniu 6 okien oraz kwiatki doniczkowe: fikusa, kak-
tusa, storczyka, papro¢, bluszcz i fiotka. Na ile sposobéw moze rozstawié¢ rosliny, jesli na
kazdym parapecie ma sta¢ doktadnie 1 kwiatek?

Zadanie 3.32. Na polce stoi obok siebie 5 réznych ksiazek: kryminat, romans, horror,
s.f. i fantasy. Na ile sposobow mozna ustawié¢ wszystkie ksigzki na potce?

Zadanie 3.33. Marian hoduje 7 kanarkéw oraz ma 7 réznych klatek. Na ile sposobow
moze rozmiesci¢ ptaki w klatkach, jesli w kazdej klatce ma by¢ doktadnie 1 kanarek?

Zadanie 3.34. Mamy zakupione 4 rézne widokéwki. Na ile sposobéw mozna wysta¢ do
kazdego z 4 znajomych po 1 widokowce?

Zadanie 3.35. Ile jest takich roznych uporzadkowan zbioru A = {1,2,...,n}, n > 6,
w ktorych liczby 5 i 6 wystepuja obok siebie w naturalnym porzadku?

Permutacje z powtérzeniami

Zadanie 3.36. Na ile sposobéw mozna utozyé w szeregu na sklepowej potce 4 soki po-
maranczowe, 5 jabtkowych, 3 ananasowe oraz 6 grejpfrutowych, zaktadajac, ze soki o tym
samym smaku sa nierozroznialne? (Przyktad 3.13, str. 58.)

Zadanie 3.37. Ile réznych sznuréw korali mozna utworzyé¢, tak aby kazdy sznur zawierat
4 korale w kolorze czerwonym, 2 w kolorze biatym, 3 w kolorze niebieskim i 2 w kolorze
zielonym? Korale w tym samym kolorze sa nierozréznialne. Rozrézniamy prawy i lewy
koniec sznurka.

Zadanie 3.38. Na ile sposob6w mozna utozy¢ w szeregu na poétce w bibliotece 5 ksiazek
pt. ,Potop”, 3 ksiazki pt. ,Pan Wolodyjowski” oraz 6 ksiazek pt. ,Ogniem i mieczem”?
Ksiazki o tym samym tytule sa nierozréznialne.
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Zadanie 3.39. W pudelku jest 9 kul bialych i 7 kul czarnych. Na ile sposobéw mozna
z tego pudetka wylosowaé bez zwracania 6 kul, wsrod ktorych beda 2 kule biate i 4 czarne?
Zakladamy, ze kule tego samego koloru sa nierozroznialne, a kolejno$¢ losowania jest
istotna. (Przyktad 3.28, str. 62.)

Zadanie 3.40. W grze w ,Skata” z 32 kart rozdaje si¢ po 10 kart miedzy 3 graczy,
a 2 pozostale karty kladzie sie do skata (na stol). Ile jest roznych sposobéw rozdania
kart?

Zadanie 3.41. Ile r6znych liczb 10-cyfrowych mozemy utworzy¢, jesli mamy do dyspo-
zycji zestaw cyfr: 5, 3, 3, 8, 8, 8, 2, 2, 2, 27

Zadanie 3.42. Ile r6znych ,sté6w” mozna utworzy¢ wykorzystujac wszystkie litery stowa:

a) ANANAS, ¢) KOMBINATORYKA,
b) MATEMATYKA, d) TOTOLOTEK.

Zadanie 3.43. Ile jest wszystkich mozliwych sposobéw pomalowania 10 kulek, z ktérych
kazda jest innej wielkosci, kolorami: niebieskim, czerwonym i zielonym, tak aby byto
5 kulek niebieskich, 2 czerwone i 3 zielone?

Kombinacje bez powtoérzen

Zadanie 3.44. Na przyjeciu bylo 14 znajomych. Ile wymieniono usciskéw dloni, jesli
kazdy przywital sie z kazdym? (Przyktad 3.15, str. 58.)

Zadanie 3.45. Na okregu zaznaczono 15 réznych punktéw. Ile roznych 9-katéow o wierz-
chotkach w tych punktach mozna narysowacé?

Zadanie 3.46. Gra liczbowa ,Duzy Lotek” polega na wytypowaniu 6 liczb losowanych
sposrod liczb od 1 do 49. Ile nalezy zakupié¢ zakltadow, aby mie¢ pewnos¢ gléwnej wygra-
nej?

Zadanie 3.47. Komendant posterunku policji ma do dyspozycji 7 policjantéw. Na ile

sposobow komendant moze sposrod tych policjantéw utworzyé 4-osobowy patrol?

Zadanie 3.48. Rzucamy 3 identycznymi kostkami do gry. Ile jest mozliwych wynikéw,
w ktoérych na kazdej z kostek wypadla inna liczba oczek?

Zadanie 3.49. Na ile sposob6éw mozna ulozyé¢ 7 identycznych obruséw na 9 ponumero-
wanych stolikach?

Zadanie 3.50. Typujemy 3 pierwsze miejsca w zawodach, w ktorych udziat bierze 10
sportowcow. Ile mamy mozliwosci, nie biorac pod uwage kolejnosci na podium?

Zadanie 3.51. Pewna grupa studentéow sklada sie z 20 mezczyzn i 15 kobiet. Na ile
sposob6w mozna wybraé podgrupe sktadajaca sie z 8 os6b?

Zadanie 3.52. W zawodach bierze udzial 33 zawodnikéw, wsréd ktorych jest Krzysztof
i Marcin. Zawodnicy startuja trojkami. Na ile sposobéw Krzysztof moze dobraé¢ sobie
2 kolegow do trojki?

Zadanie 3.53. Na turnieju szachowym byto 30 uczestnikéw. Ile rozegrano partii, jesli
kazdy zagral z kazdym?

Zadanie 3.54. Na ile sposobéw mozna rozmiescié¢ 5 identycznych kwiatéw w 8 réznych
wazonach w taki sposob, ze w kazdym wazonie moze znajdowac sie co najwyzej 1 kwiatek?
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Kombinacje z powtoérzeniami

Zadanie 3.55. Ile roznych zestawow zawierajacych po 7 balonéw mozna utworzy¢, majac
do dyspozycji dowolng liczbe balonéw czerwonych, zielonych i niebieskich? Zaktadamy, ze
balony tego samego koloru sa nierozréznialne. (Przyktad 3.17, str. 59.)

Zadanie 3.56. Ile réznych zestawoéw po 11 koralikéw mozna utworzyé, majac do dys-
pozycji dowolna liczbe koralikbw w kolorze czerwonym, bialym, niebieskim i zielonym?
Korale w tym samym kolorze sa nierozréznialne.

Zadanie 3.57. Ile roznych zestawow po 9 cukierkéw mozna utworzyé, majac do dys-
pozycji dowolna liczbe cukierkéw czekoladowych, mietowych, owocowych, orzechowych
i jogurtowych? Cukierki tego samego smaku sa nierozrdznialne.

Zadanie 3.58. Na ile sposob6éw mozna rozmiesci¢ 20 identycznych jablek w 5 ponume-
rowanych skrzynkach, zaktadajac, ze niektére skrzynki moga pozostaé¢ puste?

Zadanie 3.59. Rzucamy 3 identycznymi kostkami do gry.
a) Ile jest mozliwych wynikow?
b) Ile jest wynikow, w ktorych na kazdej kostce wypadta liczba parzysta?

Zadanie 3.60. Na ile sposob6éw mozna wybraé¢ 10 pitek sposrod nieograniczonej liczby
czerwonych, niebieskich i zielonych, jesli chcemy otrzymaé¢ co najmniej 4 pitki czerwone?
Pilki tego samego koloru sa nierozréznialne.

Zadanie 3.61. Rzucamy 8 identycznymi monetami. Ile jest mozliwych wynikow?

Zadanie 3.62. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ 5 owocow sposrdd 10 identycznych po-
maranczy i 20 identycznych gruszek?

Prawo mnozenia

Zadanie 3.63. Emil postanowil zjes¢é w barze obiad zlozony z zupy, drugiego dania,
surowki i ciastka. Na ile sposobéw Emil moze skomponowaé swdj positek, jesli w barze
ma do wyboru 2 rézne zupy, 10 réznych drugich dan, 7 r6znych suréwek i 3 roézne ciastka?
(Przyktad 3.20, str. 60.)

Zadanie 3.64. Oblicz, ile dzielnikow naturalnych maja liczby (poréownaj z uwaga 2.14
na str. 41):

a) 24, b) 343, c) 25725, d) 90 000.

Zadanie 3.65. Leon ma 3 dzieci w réznym wieku i kazdemu z nich z osobna czyta wie-
czorem ksiazke przed snem. Najmtlodsze dziecko ma 5 ksigzek, $rednie 7, a najstarsze 10.
Na ile sposobéw Tata moze wybraé literature do czytania dzieciom na dzisiejszy wieczor?

Zadanie 3.66. U fryzjera siedzi 5 pan: szatynka (wlosy brazowe), brunetka (wlosy
czarne), blondynka, ruda i siwa starsza pani. Fryzjer dysponuje farbami do wtoséw w na-
stepujacych kolorach: braz, czerni, blond i rudy. Na ile sposobéw mozna pofarbowaé pa-
niom wlosy, jesli chca one zmienié swoj kolor wlosow?

Zadanie 3.67. Ile jest roznych liczb 9-cyfrowych ztozonych z cyfr: 0,1,2, ...,9, jesli
cyfry moga sie powtarzacé?
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Zadanie 3.68. Z elementow zbioru {0,1,2,3,4,5,6} tworzymy liczby 3-cyfrowe. Oblicz,
ile liczb mozna utworzy¢, tak aby byly mniejsze od 500. Zakladamy, ze cyfry moga sie
powtarzac.

Zadanie 3.69. Mamy zakupione 4 r6zne widokowki kolorowe i 4 rézne widokoéwki czarno-
biate. Na ile sposobow mozna wysta¢ do kazdego z 4 znajomych po 1 widokéwce kolorowej
i po 1 czarno-bialej?

Zadanie 3.70. Justyna ma w mieszkaniu 6 okien oraz kwiatki: fikusa, kaktusa, storczyka,
papro¢, bluszcz i fiotka. Ma takze 6 doniczek: zielona, czerwona, niebieska, zolta, fioletowa
i pomarainczowa. Na ile sposobéw moze wsadzi¢ kwiatki do doniczek i je rozstawié, jesli
na kazdym parapecie ma sta¢ dokladnie 1 roslina?

Zadanie 3.71. Ile jest sposobow ustawienia 5 mezczyzn i 4 kobiet w szeregu, tak aby
z obu stron kazdej kobiety stali mezczyzni?

Zadanie 3.72. Oblicz, na ile sposob6éw mozna utworzyé numery rejestracyjne sktadajace
sie z 2 liter ze zbioru {A, B,C, D, E} i 6 dowolnych cyfr, jesli:

a) litery i cyfry moga sie powtarzac,

b) ani litery, ani cyfry nie mogg sie powtarzac,

¢) litery mogg sie powtarzac, ale cyfry nie moga sie powtarzac,
d) litery nie moga sie¢ powtarzaé, ale cyfry moga sie powtarzac.

Zadanie 3.73. W klasie jest 27 os6b: 15 dziewczat i 12 chtopcéw. Na ile sposobow mozna
wybrac¢ tak 3-osobowa reprezentacje klasy, aby byla zlozona z 2 dziewczat i 1 chlopca?

Zadanie 3.74. W klasie jest 27 os6b: 15 dziewczat i 12 chtopcow. Na mikotajki klasa
zorganizowala dla siebie loterie fantowa z 27 losami, wsrdd ktorych jest dokladnie 5 losow
z nagrodami. Na ile sposobéw mozna wybraé 3 uczennice i 2 ucznidéw, ktorzy wylosowali
nagrody, jezeli nagrody sa identyczne? (Przyktad 3.26, str. 61.)

Zadanie 3.75. Pewna grupa studentéw sktada sie z 20 mezczyzn i 15 kobiet. Na ile
sposobow mozna wybra¢ podgrupe skladajaca sie z 6 mezczyzn i 7 kobiet?

Zadanie 3.76. W pudetku jest 9 kul bialych i 7 kul czarnych. Na ile sposobéow mozna
z tego pudelka wylosowaé bez zwracania 6 kul, wsrod ktorych beda 2 kule biale i 4 czarne?
Zakladamy, ze kule tego samego koloru sa rozréznialne, a kolejnosé losowania jest nie-
istotna. (Przyktad 3.30, str. 63.)

Zadanie 3.77. Na pewnym czeskim uniwersytecie na pierwszym roku jest 60 studentéw:
8 Polakow, 13 Hiszpandéw oraz 17 Niemcow, pozostale osoby to Czesi. Na ile sposobow
mozna wybraé tak reprezentacje 5-osobowa, aby znalazty sie w niej po 1 osobie z Polski,
Hiszpanii i Niemiec oraz 2 osoby z Czech?

Zadanie 3.78. W Duzym Lotku” wylosowano 6 liczb sposrdd liczb od 1 do 49. Ile jest
mozliwych réznych zaktadéw, na ktoérych doktadnie 3 liczby zostaly trafnie wytypowane?
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Prawo dodawania

Zadanie 3.79. Ile mozna utworzy¢ komisji sktadajacych sie z 4 oséb wybranych sposrod
9-osobowej grupy, jesli dwie osoby z tej grupy, Agnieszka i Bogdan, nie chcg byé¢ w tej
samej komisji? Wskazowka: rozwaz 3 przypadki. (Przyktad 3.23, str. 60.)

Zadanie 3.80. Pewna grupa studentéow sklada si¢ z 20 mezczyzn i 15 kobiet. Na ile
sposobow mozna wybra¢ podgrupe skladajaca sie z 6 mezczyzn albo 7 kobiet? ¢

Zadanie 3.81. Rzucamy dwoma kostkami do gry: zielona i czerwona. Ile jest wynikéw,
w ktorych suma wyrzuconych oczek jest parzysta? Wskazowka: rozwaz 6 przypadkow.

Zadanie 3.82. Rzucamy jednoczesnie kostkami: czarna i biala. Wyznacz liczbe rzutow,
w ktorych:

a) liczba oczek, ktore ukazaly sie na biatej kostce jest mniejsza od liczby oczek, ktore
wypadly na czarnej kostce (wskazowka: rozwaz 6 przypadkow),

b) liczba oczek, ktore ukazaly sie na czarnej kostce nie jest mniejsza od liczby oczek,
ktore wypadly na bialej kostce (wskazowka: rozwaz 6 przypadkow).

Zadanie 3.83. Ile jest sposobow ustawienia 10 os6b w szeregu, tak aby Cezary i Daria
stali obok siebie? Wskazowka: rozwaz 2 przypadki.

Zadanie 3.84. W zawodach bierze udzial 33 zawodnikow, wsréd ktorych jest Krzysztof
i Marcin. Zawodnicy startuja trojkami. Ile jest takich trojek, w ktorych jest Krzysztof lub
Marcin? Wskazowka: rozwaz 3 przypadki.

Zadanie 3.85. W zawodach bierze udzial 33 zawodnikow, wsrod ktorych jest Krzysztof
i Marcin. Zawodnicy startuja trojkami. Ile jest takich trojek, w ktorych jest Krzysztof
albo Marcin? Wskazowka: rozwaz 2 przypadki.

Prawo mnozenia i prawo dodawania

Zadanie 3.86. Pewna grupa obcokrajowcow sklada si¢ z 5 Hiszpanéw, 6 Francuzow
i 8 Wlochéw. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ 2-osobowa delegacje z tej grupy, tak aby
osoby wchodzace w sklad delegacji nie byly tej samej narodowosci? Wskazowka: rozwaz,
3 przypadki.

Zadanie 3.87. Na ile roznych sposob6éw mozna wybraé tréjke réznych liczb sposréd liczb:
1,2, ...,50, tak aby ich suma byla nieparzysta? Trojki rozniace sie jedynie kolejnosciag
uznajemy za takie same. Wskazdwka: rozwaz 2 przypadki.

Zadanie 3.88. W ,Duzym Lotku” wylosowano 6 liczb sposrdd liczb od 1 do 49. Ile jest
mozliwych réznych zaktadéw, na ktérych co najmniej 3 liczby zostaty trafnie wytypowane?
Wskazowka: rozwaz 4 przypadki.

Zadanie 3.89. Aby wybraé¢ pieniadze z bankomatu, nalezy uzy¢ karty i na 10-cyfrowej
klawiaturze wybraé¢ 4-cyfrowy kod PIN. Filip dawno nie korzystal ze swojej karty i nie
pamieta dokladnie swojego kodu PIN, ale zapamietal, ze druga i trzecia cyfra jest niepa-
rzysta, a suma dwoch skrajnych jest rowna 5. Oblicz, ile co najwyzej razy Filip bedzie
musial wpisa¢ kod PIN, aby otrzymaé¢ gotoéwke. Pamietaj, ze 0 jest cyfra parzysta. Wska-
zowka: rozwaz 6 przypadkow.
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Zadanie 3.90. Aby otworzy¢ neseser, nalezy ustawi¢ prawidlowo 3 mate cylindry przy
zamku. Na kazdym cylindrze znajduja sie cyfry od 0 do 9. Prezes Ireneusz byl na dlugim
urlopie i dawno nie otwieral nesesera, ale zapamietal, ze pierwsza i ostatnia cyfra jest
parzysta, a srodkowa jest liczba pierwsza. Oblicz, ile ustawieni cylindréw w najgorszym
przypadku bedzie musial sprawdzié¢ prezes, aby otworzy¢ neseser. Pamietaj, ze 0 jest cyfra
parzysta. Wskazéwka: rozwaz 4 przypadki.

Zadanie 3.91. Litery alfabetu Morse’a utworzone sa z ciagu kropek i kresek, przy czym
symbole te moga sie powtarzaé. Ile liter mozna utworzyé¢, korzystajac:

a) z dokladnie 4 symboli,
b) z co najwyzej 4 symboli,
¢) z nie mniej niz 3 i nie wiecej niz 6 symboli.

Zadanie 3.92. Kazdemu znakowi alfanumerycznemu mozna przypisaé ciag zlozony z cyfr
01 1. Jezeli r6znym znakom odpowiadaja rézne ciagi, to takie przyporzadkowanie nazy-
wamy kodem. Ile znakéow mozna zakodowaé, uzywajac ciagdw o nie wiecej niz o$miu
elementach?

Zadanie 3.93. Z grupy 18 uczniéw, w ktorej jest 9 chlopcow i 9 dziewczat, wybieramy
niepusty podzbidr ztozony z tej samej liczby dziewczat i chtopcow. Na ile sposobdéw mo-
zemy to zrobi¢?

Zadania rozne

Zadanie 3.94. Z elementow zbioru {0, 1,2, 3,4, 5,6} tworzymy liczby 3-cyfrowe. Oblicz,
ile liczb mozna utworzy¢, tak aby byly mniejsze od 500 oraz mialy 3 rézne cyfry.

Zadanie 3.95. W przedziale pociggu znajduje sie 8 ponumerowanych miejsc w dwdch
naprzeciwleglych rzedach po 4 miejsca. Do pustego przedziatu weszto 5 os6b: Anna, Beata,
Cecylia, Darek i Edek. Panie zajely miejsca w tym samym rzedzie, a panowie usiedli na
miejscach w drugim rzedzie. Oblicz na ile sposobéw osoby te mogly zaja¢ miejsca, tak
aby:

a) panie siedzialy zwrdocone twarza w kierunku jazdy?
b) na przeciw kazdego z panow siedziata pani?

Zadanie 3.96. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ kolejno bez zwracania 2 karty z talii
52 kart, tak aby pierwsza karta byl as, a drugg nie byla dama?

Zadanie 3.97. Na ile sposob6éw mozna wybraé¢ kolejno bez zwracania 2 karty z talii
52 kart, tak aby pierwsza karta byla karta koloru karo, a druga nie byta dama? Wskazowka:
rozwaz 2 przypadki.

Zadanie 3.98. Ile jest takich liczb naturalnych 8-cyfrowych, ze iloczyn cyfr w ich zapisie
dziesietnym jest rowny 127 Wskazdéwka: rozwaz 3 przypadki.

Zadanie 3.99. W pewnej grupie 10 0s6b jest Cezary i Daria. Ile jest sposobéw ustawienia
tych oséb w szeregu, tak aby Cezary i Daria nie stali obok siebie? Wskazowka: rozwaz
sytuacje przeciwna? (Przyktad 3.32, str. 63.)
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Zadanie 3.100. Rzucamy trzema szesciennymi kostkami do gry: zo6lta, czerwona i zie-
long. Ile jest mozliwych sytuacji, w ktorych iloczyn liczby oczek wyrzuconych na kostkach
jest podzielny przez 37 Wskazowka: ile jest mozliwych sytuacji, w ktorych otrzymany
iloczyn nie jest podzielny przez 3? (Przyktad 3.33, str. 63.)

Zadanie 3.101. Pewnego zimowego wieczoru 9 znajomych wybralo sie do kolegi L.ukasza.
Przy wejsciu znajdowal si¢ pusty wieszak, gdzie kazdy z nich zostawil swoj ptaszcz. Przy
wychodzeniu znajomi wkladali ptaszcze losowo. Ile jest takich sytuacji, w ktoérych co
najmniej 1 z nich wrocit do domu w plaszczu, ktory nie nalezal do niego? Wskazowka: ile
jest mozliwych sytuacji, w ktorych kazdy ze znajomych wrocit do domu w swoim ptaszczu?

Zadanie 3.102. W zawodach bierze udziat 33 zawodnikow, wsrod ktorych jest Krzysztof
i Marcin. Zawodnicy startuja trojkami. Ile jest takich trojek, w ktorych jest Krzysztof lub
Marcin? Wskazowka: ile jest takich trojek, w ktérych nie ma ani Krzysztofa, ani Marcina?

Zadanie 3.103. W ilu uporzadkowaniach liter a, b, ¢, d, e, f, g nie pojawi sie sylaba cad?
Wskazowka: w ilu uporzadkowaniach pojawi si¢ sylaba cad?

Zadanie 3.104. lle przekatnych mozna poprowadzi¢ w o$miokacie wypukltym? Wska-
zowka: ile jest bokoéw w o$miokacie wypuklym?

Zadanie 3.105. Ile jest liczb trzycyfrowych, ktére maja co najmniej jedna cyfre mniejsza
niz cyfry liczby 7187 Wskazowka: ile jest takich liczb, ktore maja wszystkie cyfry wieksze
lub réwne cyfrom liczby 7187

Zadanie 3.106. Ile jest sposob6w ustawienia 53 os6b w szeregu, tak aby wybrane 12 oséb
stato obok siebie?

Zadanie 3.107. Na wycieczce we francuskim Disneylandzie jest grupa ztozona z 30 dzieci:
5 Chinczykow, 3 Brazylijezykow, 7 Kanadyjczykoéw, pozostate dzieci to Francuzi. Na ile
sposobow mozna wszystkie dzieci ustawi¢ w szereg, jesli osoby z tego samego kraju maja
sta¢ obok siebie?

Zadanie 3.108. Ile jest mozliwoséci umieszczenia 6 réznych koszul i 5 réznych swetrow
w 4 roznych szufladach?

Zadanie 3.109. W kiosku mamy do wyboru 9 rodzajow widokowek (kazda w co najmniej
4 egzemplarzach). Ile jest sposobow wystania po 1 kartce do 4 znajomych, tak aby wszyscy
dostali te sama kartke?

Zadanie 3.110. Na ile sposob6w mozna rozda¢ 5 takich samych cukierkow pieciorgu
dzieciom?

Zadanie 3.111. Na ile sposob6w mozna rozmiesci¢ 5 réoznych kwiatkow w 8 identycznych
wazonach w taki sposob, ze w kazdym wazonie moze znajdowac sie co najwyzej 1 kwiatek?

Zadanie 3.112. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 5 identycznych kwiatkow w 8 iden-
tycznych wazonach w taki sposéb, ze w kazdym wazonie moze znajdowacé si¢ co najwyzej
1 kwiatek?

Zadanie 3.113. Babcia ma 5 wnuczat i kupila w sklepie 8 identycznych czekolad. Na ile
sposobow Babcia moze obdarowaé¢ dzieci stodyczami, jesli kazde dziecko ma otrzymaé
doktadnie 1 czekolade?
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Zadanie 3.114. Na ile r6znych sposobéw mozna wtozyé¢ 6 réznych kartek §wiatecznych
do 10 identycznych kopert? Do koperty wkladamy co najwyzej 1 kartke, niektoére koperty
moga pozostaé puste. (Przyklad 3.24, str. 61.)

Zadanie 3.115. Na ile sposob6w mozna wlozy¢ 9 identycznych zdjeé¢ do 8 identycznych
ramek? Kazda ramka moze zawiera¢ co najwyzej 1 zdjecie, zadne zdjecie nie moze zostaé
bez ramki. (Przyklad 3.25, str. 61.)

Zadanie 3.116. W pudetku jest 9 kul bialych i 7 kul czarnych. Na ile sposob6éw mozna
z tego pudelka wylosowaé bez zwracania 6 kul, wsrod ktorych beda 2 kule biale i 4 czarne?
Zakladamy, ze kule tego samego koloru sa nierozroznialne, a kolejno$¢ losowania jest
nieistotna. (Przyktad 3.29, str. 63.)

Zadanie 3.117. Rzucamy 3 identycznymi kostkami do gry. Ile jest mozliwych wynikéw,
w ktoérych na kazdej z kostek wypadla taka sama liczba oczek?

Zadanie 3.118. Bartek ma 4 siostry. Na ile sposob6w moze wreczy¢ 4 identyczne réze
swoim siostrom, jesli kazda dziewczyna ma otrzymaé¢ dokladnie 1 kwiatka?

Zadanie 3.119. W klasie jest 27 oséb: 15 dziewczat i 12 chtopcéw. Na ile sposobéw mozna
wybraé 5-osobowa reprezentacje klasy, tak aby byla zlozona z dokladnie 2 dziewczat
i 1 chlopca?

Zadanie 3.120. Rozgrywka brydza rozpoczynana sie od rozdania 52 kart klasycznej talii
posréd 4 graczy, tak aby kazdy otrzymal po 13 kart. Ile istnieje mozliwosci otrzymania
przez ustalonego gracza wszystkich kart tego samego koloru?

Zadanie 3.121. Na ile sposob6w mozna utozyé¢ 7 identycznych obruséw na 9 identycznych
stolikach?

Zadanie 3.122. Na ile sposobéw mozna utozyé 7 réznych obruséw na 9 identycznych
stolikach?

Zadanie 3.123. Z talii 52 kart losujemy « kart bez zwracania tak, zeby wéréd nich byty
karty kazdego koloru. Kolejnos$é losowania jest nieistotna.

a) Na ile sposobéw mozna to zrobié, jesli x = 57
b) Na ile sposobow mozna to zrobi¢, jesli x = 67

Zadanie 3.124. W pewnej miejscowosci samochodowe tablice rejestracyjne zaczynaja
sie od liter XY, po ktorych jest 5 znakéw: cyfry od 0 do 9 lub litery alfabetu tacinskiego
od A do Z (26 liter).

a) Ile jest mozliwych tablic rejestracyjnych, w ktorych po XY sg same cyfry, jesli dodat-
kowo wiemy, ze nie ma tablicy XY 000007

b) Ile jest mozliwych tablic rejestracyjnych, w ktérych po XY sa 2 litery, a nastepnie
3 cyfry?

Zadanie 3.125. Ze standardowej talii 52 kart do gry, losujemy bez zwracania 13 kart. Ile
istnieje mozliwych wynikow losowania, w ktorych wylosujemy doktadnie 1 asa, dokladnie
3 kroéle i doktadnie 2 damy? Kolejnosé¢ w jakiej wylosowano karty jest nieistotna.

Zadanie 3.126. Na ile sposobéw mozna utworzy¢ niepusty podzbiér owocdéw, majac do
dyspozycji 13 identycznych bananéw i 11 identycznych sliwek?
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Zadanie 3.127. Oblicz, ile dzielnikéw catkowitych maja liczby (poréwnaj z uwaga 2.14,
str. 41):

a) 24, b) 343, c) 251725, d) 90 000.

Zadanie 3.128. Ile liczb 5-cyfrowych wiekszych od 20000, ale mniejszych od 40 000,
mozna utworzy¢ z cyfr: 1, 2, 3, 4, 5, jesli:

a) zadna cyfra nie powtarza sie,
b) wybor cyfr jest dowolny?

Zadanie 3.129. W pieszej wycieczce uczestniczy 8 dziewczat i 7 chltopcow, idac gesiego.
Ile istnieje réznych sposobdéw ustawienia ich, jezeli:

a) ida naprzemiennie: dziewczyna, chlopak, dziewczyna, ...,
b) ustawienie w kolumnie jest dowolne,
¢) chlopcy ida razem w jednej grupie, dziewczeta takze idg razem w jednej grupie.

Zadanie 3.130. W klasie jest 14 ponumerowanych 2-osobowych tawek. Na ile sposobéw
mozna rozmiesci¢ 14 dziewczat i 14 chlopcéw, tak aby:

a) w kazdej tawce siedzial chlopiec po lewej stronie i dziewczyna po prawej stronie,
b) w kazdej lawce siedzial chlopiec i dziewczyna.

Zadanie 3.131. Ile monograméw (dwuliterowych inicjaléw) mozna utworzy¢ z liter al-
fabetu tacinskiego (26 liter), jezeli:

a) litery w monogramie nie moga sie powtarzac,
b) litery w monogramie moga sie powtarzaé,
¢) litery w monogramie sa takie same.

Zadanie 3.132. Do pustej windy stojacej na parterze wsiadlo 6 pasazeréw. Winda jedzie
w gore, zatrzymujac sie na kolejnych 8 pietrach. Zaktadamy, ze wszyscy pasazerowie
wysiada z windy podczas tego przejazdu. Na ile sposobow pasazerowie moga opuscié
winde, jesli:

a) nie zaktadamy dodatkowych warunkow?
b) zadnych dwoch pasazeréw nie wysiadzie na tym samym pietrze?

Zadanie 3.133. Miasta X i Y laczy 6 drog, a pomiedzy miastami Y i Z jest 8 drég. Na
ile sposobéw mozna odby¢ podroz

X—Y —7—Y —X,
jezeli:
a) zaden fragment trasy nie moze si¢ powtoérzy¢ w trasie powrotnej,
b) dowolny fragment trasy moze si¢ powtoérzy¢ w trasie powrotnej,

c) trzeba wracaé¢ te sama trasa.
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Zadanie 3.134. W klasie jest 27 oséb: 15 dziewczat i 12 chlopcow. Na ile sposobow
mozna wybraé tak trojke klasowa (przewodniczacy, zastepca, skarbnik), aby byla ztozona
z 2 dziewczat i 1 chtopca?

Zadanie 3.135. W Kklasie jest 27 osob: 15 dziewczat i 12 chlopcow. Na mikotajki klasa
zorganizowala dla siebie loterie fantowa z 27 losami, wsrdd ktorych jest doktadnie 5 losow
z nagrodami. Na ile sposobéw mozna wybra¢ 3 uczennice i 2 uczniow, ktorzy wylosowali
nagrody, jezeli nagrody sa parami rézne? (Przyktad 3.26, str. 61.)

Zadanie 3.136. Na ile sposobow 6 obiektéw mozna potaczyé¢ w pary?

Zadanie 3.137. W klasie jest 27 oséb: 15 dziewczat i 12 chtopcow. Na ile sposobéw mozna
utworzyé¢ 3 ponumerowane 9-osobowe zespotly, jesli w kazdym zespole ma by¢ 5 dziewczyn
i 4 chlopcow?

Zadanie 3.138. Klasa sktada sie z 20 os6b. Nauczycielka postanowita zorganizowaé prace
w 5 grupach po 4 osoby kazda. Na ile sposobow mozna dokonaé¢ podziatu, jezeli:

a) grupy sa ponumerowane od 1 do 57
b) grupy nie sa ponumerowane?
(Przyktad 3.27 str. 62.)

Zadanie 3.139. Na ile sposobow 10 os6b moze prowadzié jednocze$nie 5 rozmow telefo-
nicznych?

Zadanie 3.140. Na ile sposob6w mozna rozmiesci¢ 8 os6b w 4 ponumerowanych pokojach
2-osobowych?

Zadanie 3.141. Na ile sposob6w mozna rozmiesci¢ 8 z 9 os6b w 4 ponumerowanych
pokojach 2-osobowych?

Zadanie 3.142. W pudetku jest 9 kul biatych i 7 kul czarnych. Na ile sposobéw mozna
z tego pudetka wylosowaé bez zwracania 6 kul, wsrod ktorych beda 2 kule biate i 4 czarne?
Zaktadamy, ze kule tego samego koloru sa rozréznialne, a kolejnosé losowania jest istotna.
(Przyktad 3.31, str. 63.)

Zadanie 3.143. Na ile sposob6w mozna sposrod 13 malzenstw wybraé 1 kobiete i mez-
czyzne, ktorzy

a) sa malzenstwem?
b) nie s malzenistwem?

Zadanie 3.144. Ile liczb wiekszych od 3 000 000 mozna utworzy¢, jesli mamy do dyspo-
zycji cyfry: 1, 2, 2, 4, 6, 6, 67

Zadanie 3.145. Rzucamy 3 razy kostka do gry. Ile jest mozliwych wynikéw, w ktorych
pojawity sie dokladnie 2 rézne liczby oczek?
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Zadania trudniejsze

Zadanie 3.146. W Kklasie liczacej 25 0s6b trwa losowanie 5 biletéw do teatru z numerami
miejsc: 15, 16, 17, 18, 19, w ostatnim rzedzie. Wiemy, ze bilety wygrali Waldek i Zenek,
a pozostalych 3 zwyciezcow jeszcze nie znamy. Ile istnieje wynikéow losowania, w ktorych:

a) Waldek i Zenek beda siedzieli obok siebie,
b) Waldek i Zenek nie beda siedzieli obok siebie.

Zadanie 3.147. Na ile sposob6w mozna rozmiesci¢ oczka od 1 do 6 na szesciennej kostce
do gry, jesli:

a) wszystkie sciany kostki pomalowane sa réznymi kolorami?
b) wszystkie Sciany kostki maja ten sam kolor?

Zadanie 3.148. W powszechnie stosowanych sze$ciennych kostkach do gry oczka roz-
mieszczone sg w taki sposéb, ze suma oczek na przeciwlegltych $cianach jest réwna 7.
Tloma sposobami mozna rozmiesci¢ oczka od 1 do 6 na takiej kostce, jesli:

a) wszystkie sciany kostki pomalowane sa roéznymi kolorami?
b) wszystkie Sciany kostki maja ten sam kolor?

Zadanie 3.149. Na ile sposobéw mozna posadzi¢ 6 mezczyzn i 6 kobiet przy okraglym
stole z 12 miejscami w taki sposob, aby dwie osoby tej samej plci nie siedziaty obok siebie?

Zadanie 3.150. Na ile sposob6w mozna ustawié¢ 2 krole (bialego i czarnego) na szachow-
nicy wielkosci m x n, m,n > 3, tak by nie staly na sasiadujacych polach? Za sasiadujace
uznajemy pola majace wspolny bok lub wierzchotek. Wskazéwka: rozwaz 3 przypadki.

Zadanie 3.151. Niech A = {1,2, ..., k}oraz B={1,2, ...,n},k <n.Niech f: A— B
bedzie funkcja. Ile istnieje réznych

a) funkeji f7

b) funkcji f, ktore sa silnie rosnace?
c

d

funkcji f, ktére sg niemalejace?

funkcji f, ktore sa roznowartosciowe?

)
)
)
)

e) funkcji f, ktore sa stale?

3.7. Odpowiedzi

Odpowiedz 3.1. (8—5)!_528'7.6.5'4
. . 9! 9!
Odpowiedz 3.2. (9_4)125—9-87-6
. .. 6! 6!
Odpowiedz 3.3. 6= D) =35 =6-5-4-3
. . 10! 10!
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Odpowiedz 3.6.

Odpowiedz 3.7.

Odpowiedz 3.8.

Odpowiedz 3.9.

Odpowiedz 3.10.
Odpowiedz 3.11.

a) 9%,
b) 9°.
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a) 2647
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a) 3647
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Odpowiedz 3.20.
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Odpowiedz 3.22.
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b) 33.

6! 6!
:—:6 -4

G313 0

8! 8!

:*:8- . . .4

I T TR

00100 e
(10—4)! 6 o

9! 9!
(977)12529-&7-6-5-43
49

28

b) 364
b) 464

94

26 1

312

10*

712

58

411



Odpowiedzi

80

Odpowiedz 3.24.
Odpowiedz 3.25.
Odpowiedz 3.26.

Odpowiedz 3.27.
Odpowiedz 3.28.
Odpowiedz 3.29.
Odpowiedz 3.30.
Odpowiedz 3.31.
Odpowiedz 3.32.
Odpowiedz 3.33.
Odpowiedz 3.34.
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Rozdzial 4

Przykladowe pytania
egzaminacyjne

Pytanie 4.1. Zalézmy, ze zdanie p = ¢ jest falszywe. Podaj wartosci logiczne zdan:

a) pAg, b) pVag, ) ¢=p.
Pytanie 4.2. Podaj dla jakich wartosci py,po, ..., p, zdanie:

a) p1 Apa A+ Ap, ma wartosé 1, ¢) p1 Vp2 V- Vp, ma wartosc 1,

b) p1 Apa A -+ A p, ma wartosc 0, d) p1 Vpa V-V p, ma wartosc 0.

Pytanie 4.3. Wyprowadz prawo zaprzeczenia réwnowaznosci.

Pytanie 4.4. Niech A, B C Q). Wyznacz zbiory:
a) AU(ANB), b) AN (AU B), c) AUA, d) AnA.

Pytanie 4.5. Podaj przyklad takich niepustych zbioréw Ai B, ze A x B =B x A.
Pytanie 4.6. Podaj przyktad relacji, ktora:

a) jest symetryczna, ale nie jest antysymetryczna,

b) nie jest symetryczna, ale jest antysymetryczna,

¢) nie jest symetryczna i nie jest antysymetryczna,

d) jest symetryczna i jest antysymetryczna.

Pytanie 4.7. Niech R bedzie relacja symetryczna, ale nie zwrotna. Sprawdz, czy rela-
cja R moze by¢ relacja przechodnia.

Pytanie 4.8. Wyznacz liczbe czynnikéw w wyrazeniu H @i j-

1,520
i+7=10

88
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Pytanie 4.9. Rozwinl ponizsze wyrazenia:

3 4 3 4 3 4
a) Y [ axs o) > [](ar +0)), e) > [](ar-bj),
k=1j=1 k=1j=1 k=1j=1
3 4 3 4 3 4
b) T arss d) T[> (ax +1b)), 0 I (ax-b;)
k=1j=1 k=1 j=1 k=1j=1

Pytanie 4.10. Narysuj wykresy funkcji fi(z) = |z], f2(z) = [z], fa(x) = (z).
Pytanie 4.11. Odpowiedz czy istnieje taka liczba x € R, ze [z] — |z] = 2.
Pytanie 4.12. Odpowiedz na ponizsze pytania.

a) Czy suma/roznica/iloczyn dwoch liczb parzystych jest liczbg parzysta?

b) Czy suma/réznica/iloczyn dwoch liczb nieparzystych jest liczba nieparzysta?

¢) Czy suma/réznica/iloczyn dwoch liczb podzielnych przez k € N jest liczba podzielna
przez k?

d) Czy suma/roznica/iloczyn dwoch liczb dajacych reszte r przy dzieleniu przez k € N
jest liczba dajaca reszte r przy dzieleniu przez k7

Pytanie 4.13. Odpowiedz na ponizsze pytania. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

a) Czy suma/iloczyn 3 liczb parzystych jest liczba parzysta?

b) Czy suma/iloczyn 3 liczb nieparzystych jest liczba nieparzysta?

¢) Czy suma/iloczyn 3 liczb podzielnych przez k € N jest liczba podzielng przez k?
)

d) Czy suma/iloczyn 3 liczb dajacych reszte r przy dzieleniu przez k € N jest liczba
dajaca reszte r przy dzieleniu przez k7

Pytanie 4.14. Sformutuj cechy podzielnosci dla liczb: 28, 39 i 42.

Pytanie 4.15. Opisz dzialanie Sita Eratostenesa.

Pytanie 4.16. Odpowiedz na ponizsze pytania. Rozwaz wszystkie mozliwosci.
a) Czy suma/réznica/iloczyn dwoch liczb pierwszych jest liczba pierwsza?

b) Czy suma/réznica/iloczyn dwoch liczb zlozonych jest liczba ztozona?
Pytanie 4.17. Odpowiedz na ponizsze pytania. Rozwaz wszystkie mozliwosci.
a) Czy suma/iloczyn 3 liczb pierwszych jest liczba pierwsza?

b) Czy suma/iloczyn 3 liczb ztozonych jest liczba zlozona?
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Pytanie 4.18. Odpowiedz na pytania:
a) Czy kazda liczba naturalna n > 1 ma dzielnik pierwszy?

b) Czy kazda liczba naturalna n > 1 ma wlasciwy dzielnik pierwszy?

Pytanie 4.19. Dla ustalonych liczb aq,as, ..., ax:

a) Jaka jest najmniejsza mozliwa wartos¢ NW D(aq,az, ...,ax),k € N?
b) Jaka jest najwicksza mozliwa wartos¢ NW D(aq,as, ...,ax), k € N?
c) Jaka jest najwieksza mozliwa wartos¢ NWW (ay,aq, ...,ax), k € N?
d) Jaka jest najmniejsza mozliwa wartos¢ NWW (aq,aq, ...,ax),k € N?

Pytanie 4.20. Rozwazmy wzoér:
NWD(ay,az2,a3) - NWW(aq,as,a3) = |ay - as - as|.
a) Czy powyzszy wzor jest prawdziwy dla dowolnych liczb a1, as,as € N7
b) Czy istnieja liczby aq,as9,as € N, dla ktérych powyzszy wzor jest prawdziwy?

Pytanie 4.21. Uzasadnij dlaczego algorytm Euklidesa zakoriczy sie po skoriczonej liczbie
krokow.

Pytanie 4.22. Odpowiedz na pytania:

a) Jesli liczby a1, aq, ..., ar € Z sa wzglednie pierwsze, to czy sa parami wzglednie pierw-
sze?

b) Jesli liczby a1, as, - ..,ax € Z sa parami wzglednie pierwsze, to czy sa wzglednie pierw-
sze?

Pytanie 4.23. Podaj wartosé¢ funkeji Eulera dla liczby p € P.

Pytanie 4.24. Podaj wartosé funkcji Eulera dla liczby p - ¢, gdzie p,q € P.
Pytanie 4.25. Odpowiedz na pytania:

a) Jaki element znajduje sie w wierszu 15 na pozycji 9 w trojkacie Pascala?

b) Jaki element znajduje sie w wierszu 23 na pozycji 39 w trojkacie Pascala?

¢) Ile wynosi suma elementéow w odpowiednio 4, 5 i 6 wierszu trojkata Pascala?
d) Jaki zwiazek maja otrzymane sumy z liczbami 4, 5 i 67

e) Czy pozostale wiersze rowniez maja te ceche? Odpowiedz uzasadnij.

Pytanie 4.26. Rozwiii wyrazenie (a + b)°.
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Pytanie 4.27. Odpowiedz na pytania:

a) Rozwazmy permutacje n-elementowa z powtorzeniami zbioru A = {aj,aq, ...,ar},
w ktorej liczba powtorzen kazdego elementu a; € A, i € {1,2, ... ,k}, jest rowna 1.
Do czego redukuje sie ta permutacja?

b) Rozwazmy kombinacje k-elementows bez powtodrzen zbioru n-elementowego, k < n,
ktorej elementy ukltadamy w cigg. Do czego redukuje sie ta kombinacja?

¢) Rozwazmy wariacje k-elementows bez powtodrzen zbioru n-elementowego, w ktorej
k = n. Do czego redukuje si¢ ta wariacja?

d) Jak z punktu widzenia kombinatoryki mozemy nazwa¢ element iloczynu kartezjan-
skiego A1 X Ag X -+ x A, gdzie A} = Ay = --- = A,, sg zbiorami skoriczonymi?

e) Rozwazmy zasade wlaczania i wylaczania dla zbior skoriczonych parami roztacznych.
Do czego, w tej sytuacji, redukuje sie ta zasada?

Pytanie 4.28. Oblicz ile jest 0s6b w pewnej grupie, w ktorej kazdy $piewa, maluje lub
programuje. Spiewakow jest 50, malarzy jest 45, a programistow jest 40. Ponadto 27 osob
zaréwno Spiewa jak i maluje, 14 oséb $piewa i programuje, a 24 osoby maluja i programuja.
Wiadomo réwniez, ze wszystkie trzy umiejetnosci posiada osiem razy mniej os6b niz liczy
cala grupa.

Pytanie 4.29. Napisz zasade wlaczania i wytaczania dla 4 zbioréw.

Pytanie 4.30. Uzasadnij, ze w grupie 8 os6b znajduja sie co najmniej 2 osoby urodzone
w tym samym dniu tygodnia.
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