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Po co matematykom (i nie tylko) tolerancje1

W dowolnym zbiorze obiektéw posiadajacych pewne cechy mozemy mowié
o podobienstwie. Obiekty sa podobne, jezeli posiadaja przynajmniej jedna cechg
wspolng. Na przyktad powiemy, ze dwa samochody sa podobne, jesli beda tej
samej marki badz tego samego koloru. Zauwazmy, ze ta relacja jest zwrotna, to
znaczy przyjmujemy, ze kazdy obiekt jest podobny do samego siebie, a takze
jest symetryczna, co oznacza, ze podobienstwo obiektu A do obiektu B impliku-
je podobienstwo obiektu B do obiektu A. Nie jest to jednak relacja przechodnia:
to, ze samochod A jest podobny do B (bo jest tej samej marki), a samochod B
jest podobny do samochodu C (bo jest tego samego koloru), nie oznacza jakie-
gokolwiek podobienstwa pomigdzy samochodami A i C. Podobienstwo jest wigc
czyms stabszym od nierozréznialnosci, aczkolwiek obiekty nierozroznialne (np.
identyczne samochody) sa oczywiscie podobne.

Nazwg ,,tolerancja” dla relacji dwuargumentowej posiadajacej cechy zwrot-
nosci i symetrycznosci wprowadzit w 1962 r. Zeeman®, ktory, badajac modele
narzadu wzroku, uznat za wygodne aksjomatyczne ujecie podobienstwa. W na-
stegpnych latach badania nad wlasno$ciami przestrzeni tolerancji podjeli z powo-
dzeniem Jakubowicz’, Szrejder* i Kalmar. Relacje tolerancji znalazty bogate za-
stosowanie w algebrze uniwersalnej jako naturalne uogolnienie pojecia kongru-
encji. Wiele wynikow dotyczacych tej tematyki dostarczyli migdzy innymi
Chajda, Zelinka i Niederle’.

' Praca przygotowana w ramach grantu NCN 2011/01/B/HS1/00944.

2 E.C. Zeeman, The topology of the brain and visual perception, [w:] Topology of 3-Manifolds
andrelated topics, ed. M.K. Fort, New York 1962.

S.M. Jakubowicz, Aksjomaticzeskaja tieorija schodstwa, ,,Nauczno-tiechniczeskaja informaci-
ja, seria 2” 1968, nr 10, s. 15-19.

J.A. Szrejder, Prostranstwa tolerantnosti, ,,Kibernetika” 1970, nr 2, s. 124—128.

1. Chajda, J. Niederle, B. Zelinka, On existence conditions for compatible tolerances, ,,Cze-
choslovak Mathematical Journal” 1976, nr 26 (101), s. 304-311.
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Arbid® i Dal Cin’ uzyli relacji tolerancji do opisu automatéow z pewna iner-
cja, co bylo wykorzystywane do rozwiazywania problemdéw sterowania opty-
malnego.

Tolerancje znalazty rowniez swoje miejsce w lingwistyce, czym zajmowali
si¢ migdzy innymi Pogonowski®, Fischer’ i Semeniuk'®.

Z formalnego punktu widzenia tolerancja w zbiorze 4 nazywamy dowolna
zwrotng i symetryczng dwuargumentowq relacj¢ ® okreslong w tym zbiorze.
Mowimy wtedy, ze para < A,® > jest przestrzenia tolerancji. Oznacza to

w szczegolnosci, ze kazda relacja rownowazno$ci w zbiorze A4 jest relacja tole-
rancji w tym zbiorze.

Zatozmy, ze < A,R > jest przestrzenia tolerancji. Podzbior B < 4 nazy-
wamy preklasa tolerancji ® , o ile kazde dwa elementy zbioru B sa w relacji
R . Klasa (inaczej mowiac — blok) relacji ® to dowolna preklasa maksymalna.
Innymi stowy, podzbior B zbioru A4 jest klasa relacji tolerancji ® (w skro-
cie® — klasa), jezeli kazde dwa elementy tego zbioru sa ze soba w relacji R
oraz dla dowolnego elementu a zbioru A4 nie bedacego w B znajdziemy taki
element zbioru B, ktory nie jest w relacji ® z a . Przy uzyciu lematu Kuratow-
skiego-Zorna mozna wykazaé, ze kazda preklasa jest zawarta w pewnej klasie.

Tolerancja jest relacja rownowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy jej klasy to-
lerancji sa roztaczne. Oznacza to, ze w ogolnym przypadku wybranie jednego
przedstawiciela klasy nie determinuje wyboru klasy, jak to jest w przypadku re-
lacji rownowaznosci. Rodzina wszystkich klas danej tolerancji ® (oznaczana
A/R) jest wygodnym narzedziem do opisu przestrzeni tolerancji < A, R >.
Rodzina ta moze bowiem stuzy¢ jako prototypowa rodzina cech obiektow ze
zbioru A, a przynalezno$¢ do danej klasy moze by¢ traktowana jako pewna
,,cecha” obiektow zbioru A . W przypadku, gdy tolerancja nie jest relacja row-
nowaznoS$ci, moga istnie¢ tzw. klasy pasozytnicze, nie wnoszace nic nowego do
opisu tolerancji. Jako przyktad takiej sytuacji rozwazmy tak zwana uniwersalng

przestrzen tolerancji S, , to znaczy rodzing wszystkich niepustych podzbiorow

n-elementowego zbioru {1,. . .,n}, gdzie relacja tolerancji ® jest okreslona jako

AR B wtedy i tylko wtedy, gdy ANB#J.

® M. Arbid, Tolerance automata, »Kybernetika” 1967, nr 3, s. 223-233.

" M. Dal Cin, Fault-tolerance and stability of fuzzy-state automata, [w:] Fachtagung iiber Auto-
matentheorie und Formale Sprachen. Bonn, 9—12 Juli 1973, eds. H.-K. Bohling, K. Indermark,
Springer Verlag, Berlin — Heidelberg — New York 1973, s. 36-44.

J. Pogonowski, Tolerance spaces with applications to linguistics, UAM, Poznan 1981.

W.L. Fischer, A"quivalenz- und Toleranzstrukturen in der Linguistik, Max Hueber Verlag, Mun-
chen 1973.

M. Semeniuk, Omonimia i tolerantnost, ,,Nauczno-tiechniczeskaja informacija, seria 2” 1969,
s. 11-33.
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W przestrzeni S, kazdy ze zbiorow 4, = {A €S, ke A}, dla k=1, 2, 3 jest
klasg tolerancji. Co wigcej, tatwo zauwazy¢, ze zbiory wyczerpuja caly zbior
S, . Okazuje si¢ jednak, ze klasa tolerancji tej relacji tolerancji jest rOwniez zbior
{{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}} . Taka wtasnie ,niepotrzebna™ klase tolerancji nazywa-
my klasa pasozytnicza.

Wprowadza si¢ pojecie bazy przestrzeni tolerancji < A,® >, czyli mini-
malnej rodziny klas B takiej, ze elementy x i y sa w relacji ® wtedy i tylko
wtedy, gdy w rodzinie B istnieje klasa zawierajaca oba te elementy. Baza moze
wiec by¢ wlasciwa podrodzing rodziny wszystkich klas tolerancji. Mozna wyka-
za¢, ze w kazdej przestrzeni tolerancji istnieje baza. Przestrzen tolerancji moze
wigc zosta¢ scharakteryzowana przez podanie bazy.

Do opisu tolerancji wygodnie jest rowniez uzywac pojgcia pokrycia zbioru.
Pokryciem zbioru 4 nazywamy dowolng rodzing zbioréw, w sumie ktorych
zbiér A si¢ zawiera. Elementy pokrycia nie musza by¢ roztaczne, jak to jest
w przypadku podziatu zbioru. Oczywiscie z kazda przestrzenia tolerancji zwia-
zane jest pokrycie, ktorego elementami sa klasy tolerancji. Elementy dowolnej
bazy tolerancji takze tworza pokrycie zwigzanej z nig przestrzeni tolerancji.
Z drugiej strony, jesli ®@ jest dowolnym pokryciem zbioru A, to indukuje w na-
turalny sposob przestrzen tolerancji < 4,R >, gdzie elementy a,b € A sa w re-
lacji ® wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do tego samego elementu pokrycia. Po-
krycie nazywa si¢ kanonicznym, gdy kazdy jego element jest klasa tolerancji in-
dukowanej przez to pokrycie.

Kazda przestrzen tolerancji < A, R > moze by¢ takze reprezentowana przez
pewien kontekst formalny, to znaczy uktad (A4,P,1), gdzie A i @ sa zbiorami,
zwanymi odpowiednio zbiorem obiektow i zbiorem atrybutow, a I jest relacja
dwuargumentowa pomiedzy elementami zbioru A4 i elementami zbioru @ .
W tym przypadku zbiorem obiektow jest po prostu zbioér A4, zbiorem atrybutow
jest pokrycie @ zbioru A4 wyznaczone przez tolerancje ® , a I jest relacja na-
lezenia. Kontekst formalny zwiazany z przestrzenia tolerancji moze by¢ inter-
pretowany w ten sposob, ze @ jest zespotem cech przystugujacych atrybutom ze
zbioru A, a relacje al p rozumiemy w ten sposob, ze atrybutowi a przystuguje
cecha p.

Z drugiej strony, kazdy kontekst formalny wyznacza pewna przestrzen tole-
rancji. Jezeli (A4,P,1) jest kontekstem formalnym, to mozemy przyjaé, ze

obiekty a i b sa ze soba w relacji tolerancji ® , o ile maja przynajmniej jeden
wspolny atrybut, to znaczy

a®b < (a,p),(b,p) el dlapewnegop e P.

Rozwazmy kontekst formalny reprezentowany przez nastgpujaca tabelke:
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a b c d e
Wielka Brytania | X X X
Szwajcaria X X
Kanada X X
Japonia X X
Mali X | X

gdzie:

a) ma dostep do morza

b) lezy w Europie

c) ma prezydenta

d) powierzchnia tego kraju jest wigksza od powierzchni Polski

e) jest krajem wyspiarskim.

Klasy relacji tolerancji wyznaczonej przez ten kontekst formalny ilustruje
nastepujacy schemat:

@® Wieclka Brytania

<@ Kanada

N/ @ soweuia
T —

@® Japonia

Z kazda relacja tolerancji w zbiorze A zwiazane sa pewne indukowane
przez nia relacje rownowaznos$ci, aproksymujace t¢ tolerancje. Taka ,,dolng”

aproksymacja tolerancji ® jest stowarzyszona z nia relacja ® " okreslona przez
xRy < {Z € 4, xﬁz} = {z e A4; y(Rz}

Inaczej méwiac, elementy x i y sa w relacji R~ wtedy i tylko wtedy, gdy
naleza do tych samych klas tolerancji ® .

,G0rma” aproksymacja tolerancji ® jest jej tranzytywne domknigcie R
Oczywiscie, jesli R jest relacja rownowaznosci, to R * =R = R " . Jesli tranzy-
tywne domknigcie tolerancji ® jest relacja totalna, to znaczy istnieje tylko jed-
na klasa abstrakcji relacji rownowaznosci R*, to tolerancj¢ ® nazywamy skle-
jona (badz spdjna). Takie tolerancje odgrywaja szczegodlna role w pewnych apli-
kacjach algebraicznych.

Matematycy okazali si¢ bardziej wymagajacy w stosunku do tolerancji —
w strukturach algebraicznych relacje tolerancji nie sa rozumiane jako zwykte re-
lacje zwrotne i symetryczne, oczekuje si¢ ponadto, aby byty one zgodne z bazo-

wymi operacjami danej struktury. Oznacza to, ze relacje tolerancji sa w tym
przypadku naturalnym uogdlnieniem kongruencji.
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I tak na przyktad w strukturze kratowej <A, A, v> , zawierajacej dwie ope-

racje dwuargumentowe (identyfikowane z kresami dolnymi i gornymi w kracie
jako zbiorze czg$ciowo uporzadkowanym), tolerancja jest kazda relacja zwrotna
i symetryczna R, o tej whasnosci, ze oile aR b i cR d to (a A c)R (b A d)
oraz (a v c)R (b v d).

Mozna wykazaé, ze skutkuje to faktem, iz aR b < (a A b)R (a v b), co

oznacza, ze kazda relacja tolerancji w kracie jest wyznaczona przez zbior zawar-
tych w niej par (a,b) takich, ze a<b.

Tolerancje kratowe znalazty zastosowanie migdzy innymi do badan nad
funkcjami wielomianowymi w kratach (Kindermann'') oraz do znajdowania
podkrat wypuktych maksymalnych ze wzgledu na pewne uzyteczne wlasnosci,
w tym do rozktadu krat modularnych i dystrybutywnych (Herrmann, Day'?, Wille').

W przypadku tolerancji kratowych nie ma ,,klas pasozytniczych”, tzn. zbior
wszystkich klas dowolnej tolerancji stanowi jedyna baze przestrzeni tolerancji.
Wynika to z faktu, ze kazda klasa tolerancji w kracie jest jej podkrata wypukta,
a ponadto same klasy dowolnej tolerancji kratowej tworza kratg. Fakt ten zostat
udowodniony przez Czedliego'.

Sposrod wszystkich tolerancji kratowych szczegdlnie interesujacymi wia-
snosciami (obok kongruencji) wyrdzniaja si¢ sklejone relacje tolerancji. Herr-
mann i Day wykazali, ze w przypadku krat modularnych o skonczonej wysoko-
$sci klasami najmniejszej sklejonej tolerancji, tak zwanej tolerancji szkieletowe;j,
sa maksymalne przedzialy komplementarne danej kraty. Dla krat dystrybutyw-
nych oznacza to, ze tolerancja szkieletowa dekomponuje kratg na jej maksymal-
ne przedzialy boole’owskie, co okazalo si¢ wygodnym narzedziem do opisu
1 badania takich krat.

Dla kazdej kraty £ mozna rozwaza¢ nie tylko krat¢ klas tolerancji dla usta-
lonej tolerancji tej kraty, ale takze krate wszystkich tolerancji tej kraty. Bandelt'’
wykazal, Zze krata tolerancji dowolnej kraty jest 0-modularna, algebraiczna oraz
pseudokomplementarna. W szczegolnosci krata tolerancji dowolnej kraty dys-
trybutywnej jest krata dystrybutywna.

Ogodlnie rzecz biorac, mozna wykazaé, ze wszystkie tolerancje danej struktu-
ry algebraicznej, podobnie jak to jest w przypadku kongruencji tej struktury,

M. Kindermann, Uber die Aquivalenz von Ordnungspolynomvollstindigkeit und Toleranzeinfa-
chheit endlicher Verbdnde, ,,Contributions to General Algebra” 1979, nr 2, s. 145-149.

A. Day, Ch. Herrmann, Gluings of modular lattices, ,,Order” 1988, nr 5, s. 85-101.

R. Wille, Complete tolerance relations of Concept Lattices, ,,Contributions to General Algebra”
1983, nr 3, s. 397-415.

G. Czedli, Factor lattices by tolerances, ,,Acta Scientificarum Mathematicarum” 1982, nr 44,
s. 35-42.

H.J. Bandelt, Tolerance relations of lattices, ,,Bulletin of the Australian Mathematical Society”
1981, nr 23, s. 367-381.

15



204 Joanna GRYGIEL

tworza krata algebraiczna. Nie zawsze jednak krata kongruencji danej struktury
algebraicznej jest podkrata kraty tolerancji tej struktury. W przeciwienstwie jed-
nak do struktury kratowej, w ogdlnym przypadku nie udalto si¢ znalez¢ zadnych
dalszych ogolnych wtasnosci krat tolerancji. Charakteryzowanie struktur i bada-
nie ich wlasno$ci przy uzyciu krat tolerancji jest obecnie szybko rozwijajacym
si¢ kierunkiem. Badania w tym nurcie rozpoczete przez Chajde i Zelinke'® byty
prowadzone takze przez Daya, Hermanna, Czedliego, Gritzera'’, Radeleczkie-
go'®, Grygiel”” i wielu innych.

Relacje tolerancji (w swoim podstawowym sensie) byty takze szeroko wyko-
rzystywane w lingwistyce. Wynika to z faktu, ze podobienstwo jest cecha czeg-
Sciej wystegpujaca niz tozsamos¢. Przy ustalaniu bliskos$ci znaczeniowej wyra-
zO6w lub zwrotdw interesujace sa nie tyle przypadki pelnej tozsamos$ci znaczen,
ile przypadki podobienstwa znaczen. Przez podobienstwo znaczen rozumiemy,
ze zbidr pewnych wspolnych znaczen jest dostatecznie duzy.

W lingwistyce uzywano relacji tolerancji do opisu m.in. synonimii (co robili
Fischer i Pogonowski*’) oraz homonimii (Semeniuk).

Szczegdlnymi przypadkami tolerancji w strukturach lingwistycznych sa hi-
ponimia oraz podobienstwo syntagmatyczne.

Relacja hiponimii moze by¢ charakteryzowana przez zawieranie si¢ zakre-
sow wyrazen lub podrzedno$¢ tresci wyrazen. Przyjmuje si¢, ze dwa leksemy sa
hiponimicznie podobne, jesli posiadaja co najmniej jedna wspdlna ceche seman-
tyczna.

Relacja podobienstwa syntagmatycznego na danym poziome jezykowym
moze by¢ scharakteryzowana w nastgpujacy sposob: dwa segmenty sa w tej re-
lacji, jesli posiadaja taki sam (z doktadnoscia do izomorfizmu) fragment.

Wspomniane pojecia podobienstwa strukturalnego moga mie¢ takze zasto-
sowanie pozalingwistyczne, na przyktad w ontologiach sytuacji, gdy sytuacje sa
reprezentowane przez pewne struktury relacyjne.

'8 1. Chajda, B. Zelinka, Lattices of tolerances, ,,Casopis pro pestovani matematiky” 1977, nr 102,

s. 10-24.

G. Czédli, G. Gritzer, Lattice tolerances and congruences, ,,Algebra Universalis” 2011, nr 66,
s. 5-6.

S. Radeleczki, D. Schweigert, Lattices with complemented tolerance lattices, ,,Czechoslovak
Mathematical Journal” 2004, nr 54 (129), s. 407412.

J. Grygiel, The concept of gluing for lattices, Wyzsza Szkota Pedagogiczna w Czgstochowie,
Czestochowa 2004.

J. Pogonowski, Przestrzenie tolerancji i opozycji, [w:] Sklonnos¢ metafizyczna. Bogustawowi
Wolniewiczowi w darze, red. M. Omyta, Warszawa 1997.
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Streszczenie

Pojecie tolerancji jest naturalnym uogoélnieniem pojgcia relacji réwnowaznosci 1 ma na celu
pewna formalizacj¢ idei podobienistwa. W pracy omawiamy pokrotce pewne wazne zastosowania
relacji tolerancji, gtownie zwiazane z matematyka i lingwistyka.

Stowa kluczowe: podobienstwo, relacja tolerancji, klasa tolerancji, przestrzen tolerancji.

Summary

What do Mathematicians (among Others) Need Tolerances for?

The notion of tolerance relation is designed to formalize the idea of similarity. In the paper we
present in short how the notion is used in mathematics, especially for investigating mathematical
structures. Some linguistic applications are also mentioned.

Key words: similarity, tolerance relation, tolerance class, space of a tolerance.



